
Abstract

In this master thesis, we study the restricted specialization of quantum enveloping algebras defined by
Lusztig, as well as their representation theory.

First, we review briefly the class of quantum groups Uq introduced by Drinfel’d and Jimbo as deformations
of the classical universal enveloping algebra of a simple Lie algebra and Lusztig’s construction of an integral
form on it.

Then, we consider the restricted specialization U res
ϵ at a root of the unity ϵ. Contrary to most authors,

we do not assume that the order l of the root is odd, that it is prime with the extra-diagonal coefficients
of the Cartan matrix, nor that it is greater than the absolute values of these coefficients. We deal with the
finite dimensional representations of the restricted specialization, define a character for these representations
and classify the irreducible ones.

When l is greater than the absolute values of the extra-diagonal coefficients of the Cartan matrix, we
propose a way to generalize Lusztig’s factorization of irreducible U res

ϵ -modules as a tensor product of a module
over a finite dimensional subalgebra of U res

ϵ and the pullback of a module over the classical enveloping algebra.
In general, it seems necessary to consider the pullback of a U res

ϵ′ (g)-module, for some root of unity ϵ′ whose
order is, in most cases, not too large.

Finally we come back to the usual restrictions on l and give an overview of the framework of tilting
modules. We mention that they form a family of finite dimensional U res

ϵ -modules stable by various operations
and explain how we can deduce a semisimple category from them.
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Introduction

La notion de groupes quantiques a initialement été définie par les physiciens pour étudier les systèmes
intégrables quantiques. Ils ont reçu une attention particulière des mathématiciens lorsque des relations sur-
prenantes ont été découvertes entre les groupes quantiques et d’autres domaines des mathématiques tels
que la construction d’invariants topologiques ou la théorie des représentations des groupes algébriques en
caractéristique p.

Une classe de groupes quantiques particulièrement étudiée est celle, formalisée par Drinfel’d et Jimbo, des
algèbres de Hopf Uq(g) pour une algèbre de Lie semi-simple g. Uq(g) peut être vue comme une déformation
de l’algèbre enveloppante U(g) c’est-à-dire que Uq(g) est proche de U(g) quand q → 1. Vers la fin des
années 1980, Lusztig a construit deux formes intégrales de Uq(g) qui permettent de spécialiser q en un
nombre complexe ϵ ̸= 0. On en déduit la spécialisation non restreinte Uϵ(g) et la spécialisation restreinte
U res
ϵ (g). Elles coïncident lorsque ϵ n’est pas une racine de l’unité et dans ce cas la théorie est très proche

du cas classique : représentations irréductibles de plus haut poids, théorème de complète réductibilité des
représentations etc

Les spécialisations sont distinctes si ϵ est une racine de l’unité d’ordre l ≥ 3. Pour la spécialisation res-
treinte U res

ϵ (g) nous retrouvons une classification des représentations irréductibles par un plus haut poids,
mais la structure reste assez différente de celle de U(g). Par exemple, il n’existe pas de théorème de complète
réductibilité pour les représentations de la spécialisation restreinte. On a Uϵ(g) ⊆ U res

ϵ (g) et toute représen-
tation de U res

ϵ (g) est donc aussi une représentation de Uϵ(g). Néanmoins la théorie des représentations de
la spécialisation non restreinte est plus compliquée, par exemple il existe des représentations irréductibles
cycliques de Uϵ(g) par opposition aux représentations irréductibles de g qui sont toutes de plus haut poids.
Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la spécialisation restreinte pour ϵ une racine de l’unité quelconque.

Dans ses publications, Lusztig s’intéresse particulièrement au cas où l’ordre l de ϵ est impair. Comme
indiqué dans [Saw2010], cette restriction se justifie par le fait que l’étude est plus simple et que les premiers
travaux s’intéressaient à la relation avec la représentation des groupes algébriques en caractéristique l = p.
Une autre restriction utilisées dans la littérature est le fait que l est premier avec les coefficients extra-
diagonaux de la matrice de Cartan associé à g. D’après Sawin, ces restrictions orientent l’étude vers des cas
très différents de ceux qui sont importants pour étudier la relation des groupes quantiques avec des problèmes
en physiques. Une manière de contourner ce problème est de construire un nouveau système de racines à partir
de celui associé à l’algèbre de Lie et de travailler avec une version alternative des algèbres enveloppantes
quantifiées ([Lus1993], [AP1995]). Ce n’est pas l’approche que nous prendrons dans ce mémoire : nous
adaptons les résultats de Lusztig sur Uϵ(g) pour qu’ils nécessitent le moins de conditions sur l.

Analysons les raisons qui mènent à ces restrictions. La définition de l’algèbre Uϵ(g) nécessite une matrice
D = (di)1≤i≤n pour symétriser la matrice de Cartan A = (aij)1≤i,j≤n i.e. telle que DA est symétrique. Il est
bien connu qu’une telle matrice D existe pour g simple et dans ce cas les conditions sur les coefficients di
sont plus ou moins équivalentes à des conditions sur les coefficients extra-diagonaux de A. Des expressions de
la forme ϵdik − ϵ−dik où k ∈ Z sont utilisées dans la définition de la spécialisation restreinte, parfois comme
dénominateur d’une fraction. Il est facile de voir qu’elles s’annulent quand 2kdi ≡ 0 mod l ⇔ kdi ≡ 0
mod m ⇔ k ≡ 0 mod mi où m = l, l/2 selon la parité de l et mi = m/pgcd(m, di). Ce paramètre mi se
comporte alors comme une sorte de période et joue un rôle fondamental dans la structure de l’algèbre U res

ϵ

et de ses représentations. Il est omniprésent dans les formules, apparaissant parfois sous la forme de signes
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(−1)mi+1
, ϵdimi ∈ {−1,+1}. Lorsque l est impair alors généralement tous ces entiers mi sont égaux à l et

les signes précédents disparaissent. Énoncé de façon plus poétique,
“De la musique avant toute chose,

Et pour cela préfère l’Impair
Plus vague et plus soluble dans l’air,

Sans rien en lui qui pèse ou qui pose.”
– Paul Verlaine

Dans un premier chapitre, nous reverrons brièvement quelques définitions et notations nécessaires pour
aborder le sujet. En plus des notions élémentaires de la théorie des algèbres de Lie, nous présenterons les
q-notations et les algèbres de Hopf.

Nous donnerons dans le second chapitre la définition de l’algèbre Uq(g) et indiquerons comment elle se
spécialise en un certain ϵ. Sans donner les démonstrations de Lusztig, nous indiquerons les bases nécessaire
à la construction de ces algèbres de Hopf et énoncerons les décompositions triangulaires. Nous vérifierons
néanmoins des relations sur des éléments de Uq(g) qui seront importantes par la suite. Nous analyserons
ensuite quelles propriétés en découlent pour la spécialisation restreinte. Nous obtenons essentiellement les
formules de Lusztig où l est remplacé par mi et où des signes (−1)mi+1

, ϵdimi font leur apparition.
Le troisième chapitre traitera des représentations de dimension finie. Nous énoncerons sans preuve les

principales propriétés des Uq(g)-modules. Cela est très similaire au cas classique : elles sont complètement
réductibles, les modules irréductibles sont paramétrées par un plus haut poids λ ∈ P+ (avec un coefficient
σ ∈ {−1,+1}n supplémentaire) et leur caractère est donné par la formule des caractères de Weyl. Plus
précisément, les générateurs Ki de la sous-algèbre de Cartan qui nous intéresse agissent sur un vecteur
de poids λ′ ≤ λ par multiplication par σiq

diλ
′(α∨

i ). Nous nous tournerons ensuite vers la représentation
restreinte. Il est alors nécessaire d’ajouter des éléments

[
Ki;0
mi

]
à la sous-algèbre de Cartan. Finalement, nous

retrouvons le cas de Uq(g) en ce sens que les modules irréductibles V res
ϵ (σ, λ) sont aussi paramétrés par (σ, λ).

L’action de Ki,
[
Ki;0
mi

]
sur les espaces de poids λ′ ≤ λ est alors donnée respectivement par multiplication par

σiϵ
diλ

′(α∨
i ) et ∆(λ′)

⌊
λ′(α∨

i )
mi

⌋
pour un certain signe ∆(λ′) dépendant entre autre de λ′. Les U res

ϵ (g)-modules
ne sont toutefois pas complètement réductibles. Ainsi si on spécialise en q = ϵ un Uq(g)-module irréductible
on obtient un U res

ϵ (g)-module qui peut être réductible sans être complètement réductible.
La structure d’algèbre de Hopf de U res

ϵ (g) donne une façon naturelle de prendre les produits tensoriels
de deux U res

ϵ (g)-modules. Dans un quatrième et dernier chapitre nous étudierons comment factoriser un
U res
ϵ (g)-module irréductible V res

ϵ (σ, λ) comme un tel produit tensoriel. Pour cela nous ajouterons l’hypothèse
0 ≤ di < m. En écrivant λ = λ0 + λ1 où pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ0(α

∨
i ) < mi et λ1(α

∨
i ) ≡ 0 mod mi.

Alors nous obtenons une généralisation de la factorisation de Lusztig :

V res
ϵ (σ, λ) ∼= V res

ϵ (σ, 0)⊗ V res
ϵ (1, λ0)⊗ V res

ϵ (1, λ1)

Le facteur V res
ϵ (σ, 0) est unidimensionel, celui en V res

ϵ (1, λ0) est une représentation irréductible d’une
sous-algèbre U fin

ϵ ⊆ U res
ϵ de dimension finie. Avec les hypothèses plus strictes de Lusztig, le troisième facteur

s’interprète comme le tiré-en-arrière de la représentation irréductible V (λ1/l) de l’algèbre enveloppante
classique U(g). Mais si l est pair, une telle interprétation a peu de chance de fonctionner à cause justement des
signes qui apparaissent. Toutefois, nous proposons une façon de généraliser cette interprétation en considérant
le tiré-en-arrière d’une représentation irréductible d’une algèbre enveloppante quantifiée U res

ϵ′ (g) pour une
certaine racine de l’unité ϵ′. Si l est impair, on retrouve U1(g) qui est à peu de chose près l’algèbre enveloppante
classique U(g). Si l est pair mais pas divisible par 4 alors on peut considérer U−1(g). Plus généralement, il
semble que l’on puisse simplement considérer ϵ′ d’ordre divisant 24.

Nous définissons ensuite un caractère pour les représentations de dimension finie de U res
ϵ (g). Nous mon-

trons que pour un l arbitraire nous retrouvons les propriétés usuelles du caractère d’une somme directe ou
d’un produit tensoriel de représentations. Nous notons comment la factorisation précédente s’applique aux
caractères et dans le cas l impair, seul le caractère du second facteur est méconnu.

Enfin dans une dernière partie nous revenons aux restrictions usuelles sur l pour nous intéresser aux
tilting modules de U res

ϵ (g). Ceux-ci possèdent des propriétés remarquables de stabilité par somme directe,
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produit tensoriel et passage au dual et peuvent se décomposer comme une somme directe de tilting modules
indécomposables. En travaillant un peu, nous pouvons en déduire une catégorie semi-simple possédant ces
propriétés de stabilité.
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Chapitre 1

Prérequis

Nous supposerons connues diverses notions nécessaires pour aborder les groupes quantiques et nous en
rappelons brièvement certaines dans cette section. Nous utiliserons les notations de cette section, sauf lorsque
le contexte indique clairement une exception. Nous renvoyons au chapitre 4 et à l’annexe de [CP1994] pour
davantage de détails.

1.1 q-Notations
q désignera une indéterminée comme dans C(q) ou Q(q), corps des fractions rationnelles en q à coefficients

complexes ou rationnels. On pose aussi A = Z[q, q−1] l’anneau des polynômes de Laurent. On définit les
éléments suivants de Q(q) :

∀n ∈ Z, [n]q =
qn − q−n

q − q−1
(1.1)

∀n ∈ N, [n]q! =
n∏

i=0

[i]q (1.2)

∀n ∈ Z, k ∈ N,
[
n

k

]
q

=

k∏
i=1

qn+1−i − q−(n+1−i)

qi − q−i
(1.3)

Il est facile de voir que (1.1) peut se réécrire

∀n ∈ Z, [−n]q = −[n]q

∀n ∈ N, [n]q =
n−1∑
k=0

qn−1−2k
(1.4)

ce qui montre que pour tout n ∈ Z on a [n]q ∈ A. On en déduit que si n ∈ N, alors [n]q! ∈ A. Si k, n ∈ N
et si de plus k ≤ n on retrouve les égalités classiques[

n

k

]
q

=

[
n

n− k

]
q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
(1.5)

On vérifie l’équivalence

∀n ∈ Z, ∀k ∈ N,
[
n

k

]
q

= 0⇔ 0 ≤ n ≤ k − 1 (1.6)
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Notons aussi les relations

∀m,n ∈ Z, [m+ n]q = qn[m]q + [n]qq
−m = q−n[m]q + [n]qq

m (1.7)

∀n ∈ Z,∀k ∈ N∗,

[
n+ 1

k

]
q

= q−k

[
n

k

]
q

+ qn−k+1

[
n

k − 1

]
q

= qk
[
n

k

]
q

+ q−(n−k+1)

[
n

k − 1

]
q

(1.8)

On remarque que pour tout n ∈ Z,
[
n
0

]
q
= 1 et

[
n
1

]
q
= [n]q. Alors en utilisant la relation (1.8) on montre

par induction sur (k, n) ∈ (N∗)
2 que

[
n
k

]
q
∈ A. On généralise cela à n ∈ Z en notant que

∀n ∈ Z,∀k ∈ N,
[
n

k

]
q

= (−1)k
[
−n+ k − 1

k

]
q

(1.9)

Supposons enfin n ∈ N. Alors la relation (1.8) permet aussi de montrer par récurrence l’égalité de
polynômes à coefficients dans A

n−1∏
k=0

(
1 + q2kX

)
=

n∑
k=0

qk(n−1)

[
n

k

]
q

Xk (1.10)

et que, étant donnés x, y appartenant à un anneau contenant A tels que yx = q2xy,

(x+ y)
n
=

n∑
k=0

qk(n−k)

[
n

k

]
q

xkyn−k (1.11)

1.2 Matrice de Cartan symétrisable
Une matrice carrée A = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(Z) est appelée matrice de Cartan si ∀i, aii = 2 et ∀i ̸= j, aij <

0 ∨ aij = aji = 0.
A est dite symétrisable s’il existe des nombres naturels non nuls d1, d2, ..., dn tels que la matrice (diaij)1≤i,j≤n

est symétrique i.e. ∀i, j, diaij = djaji. On remarque que si les di ont un facteur commun, on peut tous
les diviser par ce facteur sans changer la propriété précédente. Par conséquent, on suppose de plus que
pgcd(d1, d2, ..., dn) = 1.

A est dite indécomposable s’il n’est pas possible de la réécrire, après multiplication à gauche et à droite
par des matrices de permutation, sous la forme

(
A 0
0 B

)
où A,B sont des matrices carrées non nulles.

Si A est symétrisable, elle est dite de type fini (respectivement affine) si (diaij)1≤i,j≤n est définie positive
(respectivement semi-définie positive de rang n− 1).

1.3 Algèbres de Kac-Moody
Étant donnée une matrice de Cartan A, on notera g(A) ou simplement g l’algèbre de Kac-Moody sur C

associée. h est sa sous-algèbre de Cartan de dimension 2n−rg(A). Les racines simples seront notées α1, ..., αn

et les coracines α∨
1 , ..., α

∨
n . Les générateurs de Chevalley seront notés X+

i et X−
i (1 ≤ i ≤ n). On notera enfin

U(g) l’algèbre enveloppante correspondante.
On s’intéressera plus particulièrement au cas des algèbres de Lie simples de dimension finie, qui sont

les algèbres de Kac-Moody associées à une matrice de Cartan de type fini indécomposable. Dans ce cas, on
notera ⟨X,Y ⟩ = Tr(adX adY ) la forme de Killing associée sur g. On utilisera la même notation pour la forme
bilinéaire correspondante sur son dual g∗. Si α∗

i est l’élément de g tel que αi = ⟨α∗
i , ⟩ alors α∨

i =
2α∗

i

⟨α∗
i ,α

∗
i ⟩
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et aij = αj(α
∨
i ) =

2⟨α∗
j ,α

∗
i ⟩

⟨α∗
i ,α

∗
i ⟩

. Ceci montre qu’une symétrisation de la matrice de Cartan est donnée par

di =
⟨α∗

i ,α
∗
i ⟩

2 = ⟨αi,αi⟩
2 . Les valeurs explicites sont fournies dans l’annexe A.1.

Notons que la restriction de la forme de Killing à h et h∗ s’exprime aisément en fonction des aij et des

di :
⟨
α∨
i , α

∨
j

⟩
=

⟨
2α∗

i

⟨α∗
i ,α

∗
i ⟩
,

2α∗
j

⟨α∗
j ,α

∗
j ⟩

⟩
= 2

⟨αj ,αj⟩
2⟨α∗

j ,α
∗
i ⟩

⟨α∗
i ,α

∗
i ⟩

= d−1
j aij et ⟨αi, αj⟩ =

⟨
α∗
i , α

∗
j

⟩
= aij

⟨α∗
i ,α

∗
i ⟩

2 = diaij .

De plus pour λ ∈ h∗ on a ⟨λ, αi⟩ = diλ(α
∨
i ). Certains auteurs utilisent donc q⟨λ,αi⟩ pour q

λ(α∨
i )

i ou encore
q⟨αj ,αi⟩ = q⟨αi,αj⟩ pour q

aij

i = q
aji

j .

1.4 Racines
Le réseau des racines sera noté Q = ⊕n

i=1Zαi et celui des poids P = {λ ∈ h∗|∀i, λ(α∨
i ) ∈ Z}. Q+, P+

sont définis de manière similaire, en remplaçant Z par N. On note pour tout 1 ≤ i ≤ n, ωi ∈ h∗ les poids
élémentaires i.e. tels que ωi(α

∨
j ) = δij . Alors pour tout 1 ≤ j ≤ n,

αj =
n∑

i=1

aijωi (1.12)

On notera ∆ = {α ∈ Q|α ̸= 0, gα ̸= 0} l’ensemble des racines de g, ∆+ = ∆ ∩Q+ les racines positives et
∆− = −∆+ les racines négatives. On a ∆ = ∆+

⊔
∆−. On notera alors ρ = 1

2

∑
α∈∆+ α la demi-somme des

racines positives. On notera W le groupe de Weyl agissant sur une algèbre de Lie simple de dimension finie.
Pour tout w ∈W , on note l(w) sa longueur. Si

w0 = si1si2 ...siN (1.13)

est le plus long élément de W , i.e. N = l(w0) est maximal, alors les racines positives apparaissent
exactement une fois dans l’ensemble suivant :

β1 = αi1 , β2 = si1(αi2), ..., βN = si1 ...siN−1
(αiN ) (1.14)

1.5 Algèbre de Hopf
Rappelons qu’une algèbre A sur un anneau commutatif k est un k-module muni d’une multiplication

µ : A ⊗ A → A et d’une unité i : k → A (qui sont k-linéaires) dont les propriétés peuvent être décrites par
les diagrammes commutatifs suivants :

A⊗ k
id⊗i−−−−→ A⊗A

i⊗id←−−−− k ⊗A

∼=
y yµ

y∼=

A A A

A⊗A⊗A
µ⊗id−−−−→ A⊗A

id⊗µ

y yµ

A⊗A −−−−→
µ

A

On définit alors la notion duale de coalgèbre qui est un k-module muni d’applications k-linéaires ∆ : A→
A⊗A (la comultiplication) et ϵ : A→ k (la counité) telles que les diagrammes suivants commutent :
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A⊗ k
id⊗ϵ←−−−− A⊗A

ϵ⊗id−−−−→ k ⊗A

∼=
x x∆

x∼=

A A A

A⊗A⊗A
∆⊗id←−−−− A⊗A

id⊗∆

x x∆

A⊗A ←−−−−
∆

A

Si A possède à la fois une structure d’algèbre et de coalgèbre, elle est appelée bialgèbre si les ∆, ϵ sont
des morphismes d’algèbre. Elle est appelée algèbre de Hopf si elle possède de plus une application k-linéaire
bijective S : A→ A (l’antipode) telle que le diagramme suivant commute :

A⊗A
S⊗id−−−−→ A⊗A

id⊗S←−−−− A⊗A

∆

x yµ

x∆

A
i◦ϵ−−−−→ A

i◦ϵ←−−−− A

Une algèbre de Hopf est commutative si la multiplication µ l’est. Si τ : A ⊗ A → A est défini par
τ(a1⊗a2) = a2⊗a1 alors la notion duale de cocommutativité est naturellement définie par l’égalité τ∆ = ∆.

Étant donnée une algèbre de Hopf A, un k-module V est un A-module s’il existe une application k-
linéaire a⊗ v 7→ a · v de A⊗ V dans V telle que µ (a2 ⊗ a1) · v = a2 · (a1 · v) et i(1) · v = v. On dit aussi que
ρ : a 7→ (v 7→ a · v) est une représentation d’algèbre de Hopf. Si V1 et V2 sont deux A-modules on peut munir
leur produit tensoriel V1 ⊗ V2 d’une structure de A ⊗ A-module en faisant agir A sur chaque composante :
a · (v1 ⊗ v2) = (a · v1)⊗ (a · v2). On obtient une structure de A-module donnée par

a · (v1 ⊗ v2) = (∆a) · (v1 ⊗ v2) (1.15)

La coassociativité de ∆ entraine alors l’associativité du produit tensoriel : si V1, V2, V3 sont trois A-
modules alors (V1⊗V2)⊗V3

∼= V1⊗ (V2⊗V3). L’antipode permet aussi de définir une structure de A-module
sur le dual V ∗ = Homk(V, k). Si f ∈ V ∗ et v ∈ V on pose pour tout a ∈ A

(a · f)(v) = f(S(a) · v) (1.16)
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Chapitre 2

Algèbre enveloppante quantifiée et
spécialisations

Nous rappelons dans ce chapitre la construction de Drinfel’d et Jimbo d’algèbres enveloppantes quantifiées
puis les formes intégrales et les spécialisations qui en découlent, dues à Lusztig. Nous nous intéressons
particulièrement au cas de la spécialisation restreinte qui est l’objet principal de cette étude.

2.1 Forme rationnelle
Notation 2.1.1. Étant donnée une symétrisation (di)1≤i≤N d’une matrice de Cartan, on pose pour tout
1 ≤ i ≤ N , qi = qdi .

On reprend la définition 9.1.1 de [CP1994] :

Définition 2.1.2. Soit A = (aij)1≤i,j≤N une matrice de Cartan symétrisable indécomposable à laquelle on
associe l’algèbre de Kac-Moody g = g(A) et sa symétrisation (di)1≤i≤N . La forme rationnelle adjointe Uq(g)

est l’algèbre sur le corps Q(q) définie par générateurs X±
i ,K±

i (1 ≤ i ≤ N) et relations

KiKj = KjKi (2.1)

KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1 (2.2)

KiX
±
j K−1

i = q
±aij

i X±
j (2.3)

X+
i X−

j −X−
j X+

i = δi,j
Ki −K−1

i

qi − q−1
i

, (2.4)

1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij

r

]
qi

(X±
i )1−aij−rX±

j (X±
i )r = 0 si i ̸= j, (2.5)

Proposition 2.1.3. Les relations suivantes, munissent Uq(g) d’une structure d’algèbre de Hopf :

∆(K±
i ) = K±

i ⊗K±
i ,

∆(X+
i ) = X+

i ⊗Ki + 1⊗X+
i , ∆(X−

i ) = X−
i ⊗ 1 +K−1

i ⊗X−
i ,
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S(K±
i ) = K∓

i , S(X+
i ) = −X+

i K−1
i , S(X−

i ) = −KiX
−
i ,

ϵ(K±
i ) = 1, ϵ(X±

i ) = 0.

Démonstration. On commence d’abord par démontrer les propriétés d’algèbre de Hopf pour les générateurs.
Pour chacun des L = X±

i ou L = K±
i , on vérifie aisément la propriété de la counité

(ϵ⊗ id)∆(L) = 1⊗ L
∼= L
∼= L⊗ 1

= (ϵ⊗ id)∆(L)

Pour la coassociativité, le cas L = K±
i est facile. Pour le cas L = X+

i par exemple,

(∆⊗ id)∆(X+
i ) = (X+

i ⊗Ki)⊗Ki + (1⊗X+
i )⊗Ki + (1⊗ 1)⊗X+

i

= X+
i ⊗ (Ki ⊗Ki) + 1⊗ (X+

i ⊗Ki) + 1⊗ (1⊗X+
i )

= (id⊗∆)∆(X+
i )

La propriété de l’antipode est tout aussi facile, par exemple

X+
i S(Ki) + 1S(X+

i ) = X+
i K−1

i −X+
i K−1

i

= 0

= ϵ(X+
i )1

On montre ensuite que l’on peut étendre ϵ et ∆ en des morphismes d’algèbres et S en un antimorphisme
d’algèbre. Pour cela, on vérifie la compatibilité avec les relations définissant l’algèbre. Le cas de ϵ est trivial
et il en est de même pour (2.1) et (2.2) en général.

Pour (2.3), on a par exemple

∆Ki∆X+
j ∆K−

i = KiXjK
−1
i ⊗Kj + 1⊗KiX

+
j K−1

i

= q
aij

i

(
X+

j ⊗Kj + 1⊗X+
j

)
= q

aij

i ∆X+
j

et

S
(
K−1

i

)
S
(
X+

j

)
S (Ki) = Ki

(
−X+

j K−1
j

)
K−1

i

= −qaij

i X+
i K−1

j KiK
−1
i

= q
aij

i S(X+
j )

En ce qui concerne (2.4), on calcule facilement[
∆X+

i ,∆X−
j

]
=
[
X+

i , X−
j

]
⊗Ki +K−1

j ⊗
[
X+

i , X−
j

]
+
(
qdjaji − qdiaij

) (
KjXi�⊗KiX

−
j

)
et [

S(X+
i ), S(X−

j )
]
= KjK

−1
i

(
q2di−diaijX−

j X+
i − q2di−djajiX+

i X−
j

)
En utilisant que (diaij)1≤i,j≤n est symétrique on trouve zéro si i ̸= j et dans le cas contraire on retrouve

bien ∆Ki−∆K−1
i

qi−q−1
i

et S(Ki)−S(K−1
i )

qi−q−1
i

respectivement.
Enfin, considérons (2.5) pour le cas +. En faisant un changement d’indice, en utilisant (1.5) puis en

déplaçant les K à droite grâce à (2.3) :
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1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij

r

]
qi

S(X+
i )

1−aij−r
S(X+

j )S(X+
i )

r
=

1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij

r

]
qi

(
X+

i K−1
i

)r(
X+

j K−1
j

)(
X+

i K−1
i

)1−aij−r
=

(
1−aij∑
r=0

(−1)r
[
1− aij

r

]
qi

(X+
i )

r
X−

j (X+
i )

1−aij−r

)
K

aij−1
i K−1

j = 0

Le cas de ∆ est un peu plus long, il est traité dans la démonstration de la proposition 6.5.1 de [CP1994].

Remarque 2.1.4. Dans la suite, nous supposerons que g une algèbre de Lie simple de dimension finie.
Cela nous permet d’énoncer les résultats de Lusztig concernant les décompositions triangulaires dans la
fin de cette section et dans la section suivante, ainsi que de définir la spécialisation restreinte. Notons
toutefois que la plupart des résultats ultérieurs n’utiliserons pas directement cette hypothèse et peuvent par
conséquent a priori s’étendre à d’autres algèbres de Kac-Moody symétrisables, pourvu que l’on puisse définir
la spécialisation restreinte.

Notation 2.1.5. Pour tout r ∈ N, notons (X±
i )

(r)
=

(X±
i )

r

[r]qi
! .

Définition 2.1.6. Soit A = (aij)1≤i,j≤N une matrice de Cartan indécomposable de type fini. On pose mij

égal à 2, 3, 4, 6 ou ∞ selon que aijaji est respectivement égal à 0, 1, 2, 3 ou ≥ 4. Le groupe de tresses Bg
associé à A est défini par générateurs Ti (pour 1 ≤ i ≤ n) et relations

TiTjTiTj ... = TjTiTjTi...

pour tout i ̸= j satisfaisant mij <∞, où chaque membre de l’égalité ci-dessus comporte exactement mij

T.

Proposition 2.1.7. Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. Le groupe de tresses Bg agit par
automorphisme de Q(q)-algèbre sur Uq(g) de la façon suivante :

Ti(X
+
i ) = −X−

i Ki, Ti(X
−
i ) = −K−1

i X+
i , Ti(Kj) = KjK

−aij

i

Ti(X
+
j ) =

−aij∑
r=0

(−1)r−aijq−r
i (X+

i )
(−aij−r)

X+
j (X+

i )
(r) si i ̸= j

Ti(X
−
j ) =

−aij∑
r=0

(−1)r−aijqri (X
−
i )

(r)
X−

j (X−
i )

(−aij−r) si i ̸= j

Démonstration. cf [Lus1990a] et [Lus1990b] pour les détails.

Dans le cas classique, on peut définir un vecteur X±
β de poids ±β associé à chaque racine positive β. On

peut utiliser l’action du groupe de tresses pour généraliser cette définition au cas quantique :

Définition 2.1.8. Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. Fixons une décomposition réduite
comme dans (1.13) et définissons les β1, ...βN comme dans (1.14). On définit alors le vecteur de poids βr par

X±
βr

= Ti1Ti2 ...Tir−1(X
±
ir
)

13



Cela nous permet alors d’obtenir la décomposition triangulaire suivante :

Proposition 2.1.9. Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. Soit U+
q , U0

q et U−
q les Q(q)-sous

algèbres engendrés respectivement par les X+
i , K±

i et X−
i .

(i) La multiplication définit un isomorphisme d’espace vectoriel sur Q(q) donné par

U−
q ⊗ U0

q ⊗ U+
q → Uq

(ii) Les produits
(X−)

t
= (X−

β1
)
tN
(X−

β2
)
t2
...(X−

βN
)
t1

où t = (t1, ..., tN ) ∈ NN forment une base de U−
q .

(iii) Les produits
Kt = Kt1

1 Kt2
2 ...Ktn

n

où t = (t1, ..., tn) ∈ Zn forment une base de U0
q .

(iv) Les produits
(X+)

t
= (X+

βN
)
tN
...(X+

β2
)
t2
(X+

β1
)
t1

où t = (t1, ..., tN ) ∈ NN forment une base de U+
q .

Démonstration. Le premier point est démontré dans [Ros1988]. Les autres points proviennent de [Lus1990a]
et un résultat plus fort est donné dans la proposition 2.2.9.

2.2 Formes intégrales
Définition 2.2.1. Une forme intégrale UA de Uq est une sous A-algèbre de Uq telle que l’application de
UA ⊗A Q(q) dans Uq définie par x ⊗ f 7→ xf est un isomorphime de Q(q)-algèbres. Dans ce cas on définit
Uϵ = UA⊗A C en utilisant le morphisme de A dans C envoyant q sur ϵ. On obtient des définitions similaires
en remplaçant C par Q(ϵ) ou par Z[ϵ, ϵ−1].

Définition 2.2.2. Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. U res
A (g) est la sous A-algèbre de Uq(g)

engendrée par les (X±
i )

(r) et les K±
i pour 1 ≤ i ≤ n et r ≥ 1.

Proposition 2.2.3. U res
A (g) est une forme intégrale de Uq(g) et une algèbre de Hopf sur A déterminée par

∆(K±
i ) = K±

i ⊗K±
i (2.6)

∆((X+
i )

(r)
) =

r∑
k=0

q
−k(r−k)
i (X+

i )
(k) ⊗Kk

i (X
+
i )

(r−k) (2.7)

∆((X−
i )

(r)
) =

r∑
k=0

q
k(r−k)
i (X−

i )
(k)

Kr−k
i ⊗ (X−

i )
(r−k) (2.8)

ϵ(Ki) = 1 ϵ((X±
i )

(r)
) = 0 (2.9)

S(Ki) = K−1
i (2.10)

S((X+
i )

(r)
) = (−1)rqr(r+1)

i K−r
i (X+

i )
(r) (2.11)

S((X−
i )

(r)
) = (−1)rq−r(r+1)

i (X−
i )

(r)
Kr

i (2.12)
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Démonstration. Pour la structure d’algèbre de Hopf, on vérifie que les formules données sont la restriction à
U res
A (g) des opérations d’algèbre de Hopf. Pour (2.6), (2.9) et (2.10) c’est clair. Pour (2.11) et (2.12), il suffit

de déplacer les K à gauche ou à droite, en utilisant (2.3). Enfin pour (2.7) et (2.8), il suffit d’appliquer une
version de la formule du binôme (1.11). La démonstration du fait que U res

A (g) est bien une forme intégrale
est plus délicate et nécessite la construction d’une base sur cette espace. Nous allons décrire une telle base
plus en détails dans cette section.

Notation 2.2.4. Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. Pour tout ϵ ∈ C×, on définit la
spécialisation restreinte correspondant à la forme intégrale U res

A (g) par

U res
ϵ (g) = U res

A (g)⊗Q(ϵ)

Commençons par donner à des éléments importants de U0
q (en fait aussi de U res

A , comme on le verra plus
loin) une notation spécifique :

Notation 2.2.5. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, c ∈ Z et r ∈ N, on note[
Ki; c

r

]
qi

=
r∏

s=1

Kiq
c+1−s
i −K−1

i q
−(c+1−s)
i

qsi − q−s
i

(2.13)

On notera l’analogie avec la définition (1.3). Ces éléments possèdent les propriétés suivantes :

Lemme 2.2.6. Pour tous 1 ≤ i, j ≤ n, on a :
(i) Pour tout r ∈ N et c, c′ ∈ Z [

Ki; c

r

]
qi

[
Kj ; c

′

r′

]
qj

=

[
Kj ; c

′

r′

]
qj

[
Ki; c

r

]
qi

(2.14)

[
Ki; c

r

]
qi

Kj = Kj

[
Ki; c

r

]
qi

(2.15)

(ii) Pour tout c ∈ Z, [
Ki; c

0

]
qi

= 1 (2.16)

[
Ki; c

1

]
qi

=
Kiq

c
i −K−1

i q−c
i

qi − q−1
i

(2.17)

(iii)

∀c ∈ Z, r ≥ 1,

[
Ki; c

r

]
qi

− q±r
i

[
Ki; c+ 1

r

]
qi

= −q±(c+1)
i K±1

i

[
Ki; c

r − 1

]
qi

(2.18)

(iv)

∀r ≥ 0, c > 0,

[
Ki;−c

r

]
qi

=
∑

0≤s≤r

(−1)sqc(r−s)
i

[
c+ s− 1

s

]
qi

Ks
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

(2.19)

(v)

∀r ≥ 0, c ≥ 0,

[
Ki; c

r

]
qi

=
∑

0≤s≤r

q
c(r−s)
i

[
c

s

]
qi

K−s
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

(2.20)

(vi) Pour r ≥ 0 et s ≥ 0,[
r + s

r

]
qi

[
Ki; 0

r + s

]
qi

=

[
Ki; 0

r

]
qi

[
Ki;−r

s

]
qi

=
∑

0≤t≤s

(−1)tqr(s−t)
i

[
r + t− 1

t

]
qi

Kt
i

[
Ki; 0

r

]
qi

[
Ki; 0

s− t

]
qi

(2.21)
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(vii) Pour r ≥ 0, on a

∆

([
Ki; 0

r

]
qi

)
=
∑

0≤s≤r

([
Ki; 0

r − s

]
qi

Ks
i

)
⊗

([
Ki; 0

s

]
qi

Ks−r
i

)
(2.22)

Démonstration. (2.14) et (2.15) découlent du fait que les Ki commutent entre eux. (2.16) et (2.17) sont
évidents. Pour (2.18), il suffit d’écrire

[
Ki; c

r

]
qi

− q±r
i

[
Ki; c+ 1

r

]
qi

=

[
Ki; c

r − 1

]
qi

(
Kiq

c+1−r
i −K−1

i q−c−1+r
i

)
− q±r

i

(
Kiq

c+1
i −K−1

i q−c−1
i

)
qri − q−r

i

=

[
Ki; c

r − 1

]
qi

−qr±(c+1)
i + q

−r±(c+1)
i

qri − q−r
i

K±1
i

= −q±(c+1)
i K±1

i

[
Ki; c

r − 1

]
qi

(2.19) et (2.20) en découle par induction sur (c, r). Les formules sont évidentes pour r = 0. Le cas de[
Ki;c
r

]
qi

est facile à vérifier pour c = 0 car (1.6) implique que
[
0
s

]
qi

= 0 pour s > 0. Le cas de
[
Ki;−c

r

]
qi

en
c = 1 se traite par une récurrence facile sur r en utilisant la relation (2.18). Soit ensuite r ≥ 0 et c comme
dans les énoncés respectifs. Supposons les formules vraies pour tous couples (c′, r′) < (c+ 1, r). Alors

[
Ki; c+ 1

r

]
qi

= qri

[
Ki; c

r

]
qi

+ q−c−1+r
i K−1

i

[
Ki; c

r − 1

]
qi

=
∑

0≤s≤r

qcr−cs+r
i

[
c

s

]
qi

K−s
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

+
∑

0≤s≤r−1

qcr−2c−cs+r−1
i

[
c

s

]
qi

K−s−1
i

[
Ki; 0

r − 1− s

]
qi

=
∑

0≤s≤r

qcr−cs+r
i

[
c

s

]
qi

K−s
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

+
∑

1≤s≤r

qcr−c−cs+r−1
i

[
c

s− 1

]
qi

K−s
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

= q
(c+1)r
i

[
Ki; 0

r

]
qi

+
∑

1≤s≤r

q(c+1)(r−s)

(
qsi

[
c

s

]
qi

+ q
−(c−s+1)
i

[
c

s− 1

]
qi

)
K−s

i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

=
∑

0≤s≤r

q
(c+1)(r−s)
i

[
c+ 1

s

]
qi

K−s
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

où l’on a utilisé l’identité (1.8) à la dernière ligne. De même,
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[
Ki;−(c+ 1)

r

]
qi

= qri

[
Ki;−c

r

]
qi

− qciKi

[
Ki;−(c+ 1)

r − 1

]
qi

=
∑

0≤s≤r

(−1)sqc(r−s)+r
i

[
c+ s− 1

s

]
qi

Ks
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

+
∑

0≤s≤r−1

(−1)s+1
q
(c+1)(r−1−s)+c
i

[
(c+ 1) + s− 1

s

]
qi

Ks+1
i

[
Ki; 0

r − 1− s

]
qi

=
∑

0≤s≤r

(−1)sqc(r−s)+r
i

[
c+ s− 1

s

]
qi

Ks
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

+
∑

1≤s≤r

(−1)sq(c+1)(r−s)+c
i

[
c+ s− 1

s− 1

]
qi

Ks
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

= q
(c+1)r
i

[
Ki; 0

r

]
qi

+
∑

1≤s≤r

(−1)sq(c+1)(r−s)
i

(
qsi

[
c+ s− 1

s

]
qi

+ qci

[
c+ s− 1

s− 1

]
qi

)
Ks

i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

=
∑

0≤s≤r

(−1)sq(c+1)(r−s)
i

[
c+ 1 + s− 1

s

]
qi

Ks
i

[
Ki; 0

r − s

]
qi

Cela prouve (2.18) d’où on déduit immédiatement la seconde égalité de (2.21). Pour la première, on écrit[
Ki; 0

r

]
qi

[
Ki;−r

s

]
qi

=

(
s∏

k=1

Kiq
1−k
i −K−1

i qk−1
i

qki − q−k
i

)(
s∏

k=1

Kiq
1−(k+r)
i −K−1

i q
(k+r)−1
i

qki − q−k
i

)

=

[
Ki; r + s

r

]
qi

(
s∏

k=1

q
(k+r)
i − q

−(k+r)
i

qki − q−k
i

)

=

[
Ki; r + s

r

]
qi

(
s∏

k=1

[k + r]qi
[k]qi

)

=

[
Ki; r + s

r

]
qi

[r + s]qi !

[r]qi ![s]qi !

=

[
Ki; r + s

r

]
qi

[
r + s

s

]
qi

Montrons la propriété (2.22) par récurrence sur r. Pour r = 0 elle s’écrit simplement ∆1 = 1 ⊗ 1. Si la
propriété est vraie à l’ordre r alors

∆

([
Ki; 0

r + 1

]
qi

)
= ∆

([
Ki; 0

r

]
qi

Kiq
−r
i −K−1

i qri

qr+1
i − q

−(r+1)
i

)
= ∆

([
Ki; 0

r

]
qi

)(
Ki ⊗Kiq

−r
i −K−1

i ⊗K−1
i qri

qr+1
i − q

−(r+1)
i

)
=

r∑
s=0

([
Ki; 0

r − s

]
qi

Ks
i ⊗

[
Ki; 0

s

]
qi

Ks−r
i

)
qs−r
i

(
Ki ⊗Kiq

−s
i −Ki ⊗K−1

i qsi
)
+ qsi

(
Ki ⊗K−1

i qs−r
i −K−1

i ⊗K−1
i qr−s

i

)
qr+1
i − q

−(r+1)
i

On trouve alors
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∆

([
Ki; 0

r + 1

]
qi

)
=

r∑
s=0

([
Ki; 0

r − s

]
qi

Ks+1
i ⊗

[
Ki; 0

s+ 1

]
qi

Ks−r
i

)
qs−r
i

(
qs+1
i − q

−(s+1)
i

)
qr+1
i − q

−(r+1)
i

+
r∑

s=0

([
Ki; 0

r − s+ 1

]
qi

Ks
i ⊗

[
Ki; 0

s

]
qi

Ks−r−1
i

)
qsi

(
qr−s+1
i − q

−(r−s+1)
i

)
qr+1
i − q

−(r+1)
i

=
r+1∑
s=1

([
Ki; 0

r + 1− s

]
qi

Ks
i ⊗

[
Ki; 0

s

]
qi

K
s−(r+1)
i

)
q−r+2s−1
i − q

−(r+1)
i

qr+1
i − q

−(r+1)
i

+
r∑

s=0

([
Ki; 0

(r + 1)− s

]
qi

Ks
i ⊗

[
Ki; 0

s

]
qi

K
s−(r+1)
i

)
qr+1
i − q−r+2s−1

i

qr+1
i − q

−(r+1)
i

=
r+1∑
s=0

([
Ki; 0

r + 1− s

]
qi

Ks
i ⊗

[
Ki; 0

s

]
qi

K
s−(r+1)
i

)
et la propriété est vraie à l’ordre r + 1.

Le lemme précédent comporte des formules montrant que l’algèbre engendrée par les Ki et les
[
Ki;c
r

]
qi

pour 1 ≤ i ≤ n est abélienne. Le lemme suivant fournit davantage de relations qui seront importantes pour la
suite. Seul le cas (X±

i )
(r)

(X±
j )

(s) pour i ̸= j n’est pas traité ici : au vu de la relation (2.5), on ne peut espérer
une formule générale pour permuter l’ordre des puissances de X±

i et de celles des X±
j . Voir néanmoins le

lemme 4.1.2.

Lemme 2.2.7. (i) Pour tout 1 ≤ i, j ≤ n, c ∈ Z et r, s ∈ N on a Ki(X
±
j )

(s)
= q

±saij

i (X±
j )

(s)
Ki et[

Ki; c

r

]
qi

(X±
j )

(s)
= (X±

j )
(s)
[
Ki; c± aijs

r

]
qi

(2.23)

(ii) Pour tout r, s ∈ N et 0 ≤ i ̸= j ≤ n on a

(X+
i )

(r)
(X−

j )
(s)

= (X−
j )

(s)
(X+

i )
(r) (2.24)

(iii) Pour tout r, s ∈ N et 0 ≤ i ≤ n on a

(X+
i )

(r)
(X−

i )
(s)

=
∑

0≤t≤r,s

(X−
i )

(s−t)
[
Ki; 2t− s− r

t

]
qi

(X+
i )

(r−t) (2.25)

(X±
i )

(r)
(X±

i )
(s)

=

[
r + s

r

]
qi

(X±
i )

(r+s)
= (X±

i )
(s)

(X±
i )

(r) (2.26)

Démonstration. On a déjà utilisé plusieurs fois la première relation qui provient de (2.3). La relation (2.23)
en découle immédiatement. (2.24) est évident car X+

i et X−
j commutent si i ̸= j d’après (2.4). La relation

(2.26) est aussi facile.
Intéressons nous à (2.25). On peut supposer r, s ≥ 1 car le résultat est trivial si r ou s est nul. On

commence ensuite par démontrer par récurrence sur s dans le cas r = 1 i.e.

X+
i (X−

i )
(s)

= (X−
j )

(s)
X+

i + (X−
j )

(s−1)
[
Ki; 1− s

1

]
qi

(2.27)

Pour s = 1, c’est exactement (2.4). Si le résultat est vrai pour s ≥ 1 alors
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X+
i (X−

i )
(s+1)

= X+
i (X−

i )
(s) X−

i

[s+ 1]qi

=
(X−

i )
(s)

[s+ 1]qi
X+

i X−
i +

(X−
i )

(s−1)

[s+ 1]qi

[
Ki; 1− s

1

]
qi

X−
i

=
(X−

i )
(s)

[s+ 1]qi

(
X−

i X+
i +

Ki −K−1
i

qi − q−1
i

)
+

(X−
i )

(s−1)

[s+ 1]qi
X−

i

[
Ki;−1− s

1

]
qi

= (X−
i )

(s+1)
X+

i + (X−
i )

(s)

(
1+[s]qi

q−1−s
i

[s+1]qi

)
Ki −

(
1+[s]qi

qs+1
i

[s+1]qi

)
K−1

i

qi − q−1
i

= (X−
i )

(s+1)
X+

i + (X−
i )

(s)
[
Ki;−s

1

]
qi

où l’on a utilisé l’hypothèse de récurrence pour passer à la seconde ligne, (2.4) et (2.23) pour passer à la
troisième ligne et finalement la relation (1.7) pour conclure.

On fixe maintenant s et on démontre le résultat par récurrence sur r. Pour r = 1, on vient de le faire. Si
le résultat est vrai pour r ≥ 1 alors dans le calcul qui suit, on peut utiliser la relation de récurrence pour
passer à la seconde ligne. Pour passer à la troisième ligne, on peut aussi utiliser (2.27) si s− t > 0 et la même
formule sans le second terme si t = s.

(X+
i )

(r+1)
(X−

i )
(s)

=
X+

i

[r + 1]qi
(X+

i )
(r)

(X−
i )

(s)

=
∑

0≤t≤r,s

X+
i (X−

i )
(s−t)

[
Ki; 2t− s− r

t

]
qi

(X+
i )

(r−t)

[r + 1]qi

=
∑

0≤t≤r,s

(
(X−

i )
(s−t)

X+
i + (1− δs,t)(X

−
i )

(s−t−1)
[
Ki; 1− s+ t

1

]
qi

)[
Ki; 2t− s− r

t

]
qi

(X+
i )

(r−t)

[r + 1]qi

=
∑

0≤t≤r,s

(X−
i )

(s−t)
[
Ki; 2t− s− r − 2

t

]
qi

X+
i

(X+
i )

(r−t)

[r + 1]qi

+
∑

0≤t≤r,s

(1− δs,t)(X
−
i )

(s−t−1)
[
Ki; 1− s+ t

1

]
qi

[
Ki; 2t− s− r

t

]
qi

(X+
i )

(r−t)

[r + 1]qi

=
∑

0≤t≤r,s

(X−
i )

(s−t)

[
Ki;2t−s−r−2

t

]
qi
[r + 1− t]qi

[r + 1]qi
(X+

i )
(r+1−t)

+
∑

1≤t≤r+1,s+1

(1− δs+1,t)(X
−
i )

(s−t)

[
Ki;t−s

1

]
qi

[
Ki;2t−s−r−2

t−1

]
qi

[r + 1]qi
(X+

i )
(r+1−t)

Le terme en t = 0 est bien 1 =
[
Ki;0−s−(r+1)

0

]
qi

comme souhaité. Si s ≤ r, alors le plus grand indice est
t = s + 1 pour lequel le terme correspondant est nul. On peut donc en fait prendre pour borne t ≤ s =
min(r + 1, s). Si r ≤ s alors le plus grand indice est t = r + 1 qui correspond au terme
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Kiq
r+1−s
i −K−1

i q−r−1+s
i

qr+1
i − q−r−1

i

r∏
l=1

Kiq
r+1−s−l
i −K−1q−r−1+s+l

i

qli − q−l
i

=

r+1∏
l=1

Kiq
r+2−s−l
i −K−1

i q−r−2+s+l
i

qli − q−l
i

=

[
Ki; 2(r + 1)− s− (r + 1)

r + 1

]
qi

Enfin, les termes correspondant à 1 ≤ t ≤ r, s sont[
Ki; 2t− s− r − 2

t− 1

]
qi

1

[r + 1]qi

(
[r + 1− t]qi

Kiq
t−s−r−1
i −K−1

i q−t+s+r+1
i

qti − q−t
i

+

[
Ki; t− s

1

]
qi

)
après simplification, on trouve[

Ki; 2t− s− r − 2

t− 1

]
qi

Kiq
2t−s−r−1
i −K−1

i q−2t+s+r+1
i

qti − q−t
i

=

[
Ki; 2t− s− (r + 1)

t

]
qi

Lemme 2.2.8. Pour tout i = 1, ..., n on a Ti(U
res
A ) = U res

A .

Démonstration. Il suffit de montrer que T±
i (U res

A ) ⊆ U res
A . Par exemple

Ti(Kj) = KjK
−aij

i ∈ U res
A

Ti((X
+
i )

(r)
) = (−1)rqdir(r+1)Kr

i (X
−
i )

(r) ∈ U res
A

Ti((X
−
i )

(r)
) = (−1)rq−dir(r+1)Kr

i (X
+
i )

(r) ∈ U res
A

cf [Lus1990a] et [Lus1990b] pour les détails.

Comme par définition (X±
i )

(r) ∈ U res
A , le lemme 2.2.8 montre que a fortiori (X±

β )
(r) ∈ U res

A . De même, on
peut maintenant facilement montrer par récurrence sur r ≥ 0 que

[
Ki;c
r

]
qi
∈ U res

A . C’est évident pour r = 0.
Si c’est vrai pour tout entier < r alors d’après (2.25) on a[

Ki; 0

r

]
qi

= (X+
i )

(r)
(X−

i )
(r) −

∑
0≤t≤r−1

(X−
i )

(r−t)
[
Ki; 2(t− r)

t

]
qi

(X+
i )

(r−t) ∈ U res
A

On en déduit alors
[
Ki;c
r

]
qi
∈ U res

A pour tout c ∈ Z en utilisant les formules (2.19) et (2.20) . Donc la
propriété est vraie à l’ordre r.

Nous avons donc des éléments de U res
A satisfaisant certaines relations de commutation. En étudiant

précisément l’action du groupe de tresses, on obtient la décomposition triangulaire suivante :

Proposition 2.2.9. Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. Soit U res
A

+ la A sous-algèbre
engendrée par les X+

i , U res
A

− celle engendrée par les X−
i et enfin U res

A
0 celle engendrée par les K±

i et les[
Ki;c
r

]
qi

.

(i) La multiplication définit un isomorphisme de modules sur A donné par

U res
A

− ⊗ U res
A

0 ⊗ U res
A

+ → U res
A

(ii) Les produits
(X−

β1
)
(tN )

(X−
β2
)
(t2)

...(X−
βN

)
(t1)

où t = (t1, ..., tN ) ∈ NN forment une A-base de U res
A

− et une Q(q)-base de U−
q .
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(iii) Les produits
(X+

βN
)
(tN )

...(X+
β2
)
(t2)

(X+
β1
)
(t1)

où t = (t1, ..., tN ) ∈ NN forment une A-base de U res
A

+ et une Q(q)-base de U+
q .

(iv) Les produits
n∏

i=1

Kσi
i

[
Ki; 0

si

]
qi

où s1, ...sn ∈ N et σi ∈ {0, 1} forment A-base de U res
A

0 et une Q(q)-base de U0
q .

Démonstration. cf [Lus1990a] et [Lus1990b].

2.3 Spécialisation restreinte
Nous avons défini dans la section précédente la spécialisation restreinte à partir de la sous A-algèbre

U res
A (g) de Uq(g) engendrée par les (X±

i )
(r)

=
(X±

i )
r

[r]qi
! et les K±

i pour 1 ≤ i ≤ n. On a (X±
i )

(1)
= X±

i et on
a vu que

[
Ki;c
1

]
qi
∈ U res

A . L’annexe B.1 explique comment définir la spécialisation non-restreinte à partir de
l’algèbre UA engendrée par les X±

i ,K±1
i et

[
Ki;0
1

]
qi

. Il est en réalité facile de voir que ces deux spécialisations
coïncident si et seulement si ϵ n’est pas une racine de l’unité ou bien lorsque ϵ = ±1. Le premier cas est
bien connu et on obtient des résultats similaires à Uq(g) : toutes les représentations sont complètement
réductibles et les représentations irréductibles sont classifiées par un plus haut poids. Le cas ϵ = ±1 est
inclus dans l’étude qui va suivre. L’annexe B.2 contient une analyse directe à partir de la spécialisation
non-restreinte.

Notation 2.3.1. Dans la suite, on note ϵ une racine de l’unité d’ordre l ∈ N∗. On pose m = l
2 si l pair et

m = l sinon. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on pose ϵi = ϵdi , δi = pgcd(di,m), et mi =
m
δi

.

Proposition 2.3.2. (i) Pour tout 1 ≤ i ≤ n et r ∈ Z,

ϵri − ϵ−r
i = 0⇔ r ≡ 0 mod mi (2.28)

(ii) Si mi = 1, alors pour tout r ∈ N,
[r]ϵi = 0⇔ r = 0 (2.29)

et plus précisément

[r]ϵi = (ϵi)
r−1

r (2.30)

(iii) Sinon mi > 1 et pour tout r ∈ N :

[r]ϵi = 0⇔ r ≡ 0 mod mi (2.31)

et si r = mir1 + r0 est la division euclidienne de r par mi, on a

[r]ϵi = (ϵmi
i )

r1 [r0]ϵi (2.32)

Démonstration. La relation (2.28) est facile et en particulier ϵ2mi
i = 1. Rappelons ensuite que

[r]qi =
qri − q−r

i

qi − q−1
i

=
r−1∑
k=0

qr−1−2k
i
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Si mi = 1, alors ϵ2i = 1 et pour tout r ∈ N∗ on obtient [r]ϵi =
∑r−1

k=0 ϵi
(r−1) = ϵi

(r−1)r. On en déduit alors
la relation (2.30). Sinon mi > 1 et alors la relation (2.28) entraine ϵi − ϵ−1

i ̸= 0. On a donc [r]ϵi =
ϵri−ϵ−r

i

ϵi−ϵ−1
i

et
en utilisant à nouveau (2.28) on obtient la relation (2.31). On peut évaluer

[r]qi = qmir1
i

qr0i − q−r0
i q−2mir1

i

qi − q−1
i

en q = ϵ et on obtient la factorisation (2.32).

Remarque 2.3.3. Pour satisfaire mi > 1, il suffit de supposer 1 ≤ di < m. L’annexe A.1 montre que pour
les algèbres de Lie simple de dimension finie on a di ∈ {1, 2, 3} donc cela est vrai pour l ≥ 7. On rencontre
aussi souvent le cas l impair et premier à 3 si g est de type G2. Dans ce cas, l = m = mi, ϵmi

i = 1 et δi = 1
ce qui simplifie beaucoup les calculs. Nous essayons ici de rester dans le cas général et n’ajouterons pas de
restrictions sur l.

Énonçons quelques propriétés très simples qui seront utiles par la suite :

Lemme 2.3.4. (i) ϵ2m = 1 et

ϵm = (−1)l+1
=

{
1 si l est impair
−1 si l est pair

(2.33)

(ii) ϵ2mi
i = 1 et

ϵmi
i =

{
1 si l impair ou si di

δi
est pair

−1 sinon (en particulier si mi est pair)
(2.34)

On en déduit
(ϵmi

i )
mi = (−1)(mi+1)

ϵmi
i (2.35)

Si de plus di ∈ {1, 2, 3} alors

ϵmi
i = (−1)(l+1)(m+1)

(
(−1)(l+1)m

)di

(2.36)

(iii) Les racines mi-ième de l’unité sont données par :

Umi =
{
ϵ2ri |0 ≤ r < mi

}
(2.37)

(iv) Les racines 2mi-ième de l’unité sont données par :

U2mi = {±ϵri |0 ≤ r < mi} (2.38)

Démonstration. Pour le premier point, si l est impair, ϵm = ϵl = 1 et a fortiori ϵ2m = 1. Si l est pair, on
a toujours ϵ2m = ϵl = 1 donc ϵm ∈ {−1,+1}. Mais ϵ est une racine l-ième primitive et m = l/2 < l. Donc
ϵm = −1.

Le deuxième point découle de la relation ϵmi
i = (ϵm)

di
δi . On distingue deux cas : ϵmi

i = 1 si l est impair ou
di

δi
est pair et ϵmi

i = −1 sinon. En particulier ϵ2mi
i = 1. On remarque que si mi est pair alors l l’est a fortiori.

De plus pgcd(di

δi
,mi) = 1 donc di

δi
est impair. Par conséquent ϵmi

i = −1. En ce qui concerne (ϵmi
i )

mi , on doit
trouver (ϵmi

i ) si mi est impair et 1 si mi est pair. Or, on vient de voir que dans ce dernier cas ϵmi
i = −1.

Donc (ϵmi
i )

mi = (−1)(mi+1)
ϵmi
i . Par un raisonnement au cas par cas similaire, on déduit (2.36).

Si l est pair alors Umi = U l
2δi

= {ϵ2δir|0 ≤ r < mi}. Comme mi est premier avec di

δi
on peut écrire cet

ensemble Umi = {ϵ2ri |0 ≤ r < mi}. Si mi est impair, alors on peut même l’écrire Umi = {ϵri |0 ≤ r < mi}
et alors U2mi = ±Umi = {±ϵri |0 ≤ r < mi}. Sinon, mi est pair. Donc di

δi
est premier avec 2mi et U2mi =
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U l
δi

= {ϵδir|0 ≤ r < 2mi} = {ϵri |0 ≤ r < 2mi}. Maintenant, ϵmi
i = −1 donc pour tout 0 ≤ r < mi on a

ϵmi+r
i = −ϵri . A nouveau, U2mi = {±ϵri |0 ≤ r < mi}.

Si l est impair, mi = l/δi l’est a fortiori et donc U2mi = ±Umi . On a Umi = U l
δi

= {ϵδir|0 ≤ r < mi}.
Comme mi est premier avec di

δi
, on peut écrire Umi = {ϵri |0 ≤ r < mi}. Comme 2 est premier à mi, on peut

aussi écrire cet ensemble Umi = {ϵ2ri |0 ≤ r < mi}.

Comme
[
r
s

]
q
∈ A pour tout r, s ∈ N, on peut sans problème l’évaluer en ϵi ̸= 0. Le lemme suivant donne

une formule pour exprimer cette valeur en fonction de
[
r0
s0

]
ϵi

avec 0 ≤ r0, s0 < mi. Il généralise la formule
donnée dans la proposition 3.2 de [Lus1989] :

Lemme 2.3.5. Soit s, r ∈ N avec s ≤ r et dont les divisions euclidiennes par mi s’écrivent r = mir1 + r0
et s = mis1 + s0 alors

[
r

s

]
ϵi

=


(
r1
s1

)[
r0
s0

]
ϵi

si ϵmi
i = 1

(−1)r1s0+r0s1
(
r1
s1

)[
r0
s0

]
ϵi

si ϵmi
i = −1 et mi pair

(−1)(r1+1)s1+r1s0+r0s1
(
r1
s1

)[
r0
s0

]
ϵi

si ϵmi
i = −1 et mi impair

(2.39)

que l’on peut aussi écrire[
r

s

]
ϵi

= (−1)(mi+1)(r1+1)s1(ϵmi
i )

(r1+1)s1+r1s0+r0s1

(
r1
s1

)[
r0
s0

]
ϵi

(2.40)

Démonstration. On commence par écrire l’égalité de polynômes à coefficients dans Q(ϵ) :

mi−1∏
k=0

(
1 + ϵ2ki X

)
= ϵ

mi(mi−1)
i

mi−1∏
k=0

(
X − (−ϵ−2k

i )
)

D’après (2.37), ϵ−2k
i parcourt Umi quand k parcourt 0, ...,mi−1. Donc −ϵ−2k

i parcourt les racines mi-ième
de (−1)mi et le produit vaut donc

ϵ
mi(mi−1)
i (Xmi − (−1)mi) = (−1)mi+1 (

Xmi + (−1)mi+1
)

(2.41)

Considérons r ∈ N et soit r = mir1 + r0 la division euclidienne de r par mi. Rappelons que
[
n
k

]
q
= 0 si

k > n. On utilise alors (1.10) :

r−1∏
s=0

(
1 + ϵ2si X

)
=

r∑
s=0

ϵ
s(r−1)
i

[
r

s

]
ϵi

Xs

=

(
r1−1∑
s1=0

(
mi−1∑
s0=0

ϵ
(mis1+s0)(mir1+r0−1)
i

[
mir1 + r0
mis1 + s0

]
ϵi

Xmis1+s0

))

+

r0∑
s0=0

ϵ
(mir1+s0)(mir1+r0−1)
i

[
mir1 + r0
mir1 + s0

]
ϵi

Xmir1+s0

=

r1∑
s1=0

(
mi−1∑
s0=0

ϵ
(mis1+s0)(mir1+r0−1)
i

[
mir1 + r0
mis1 + s0

]
ϵi

Xmis1+s0

)
Alors (2.41) et (1.10) donnent :
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r−1∏
s=0

(
1 + ϵ2si X

)
=
(
(−1)mi+1 (

Xmi + (−1)mi+1
))r1 r0−1∏

s0=0

(
1 + ϵ2s0i X

)
= (−1)(mi+1)r1

(
r1∑

s1=0

(
r1
s1

)
(−1)(mi+1)(r1−s1)Xmis1

)
r0∑

s0=0

ϵ
s0(r0−1)
i

[
r0
s0

]
ϵi

Xs0

=

r1∑
s1=0

(
mi−1∑
s0=0

(−1)(mi+1)s1ϵ
s0(r0−1)
i

(
r1
s1

)[
r0
s0

]
ϵi

Xmis1+s0

)
En identifiant les termes de degré s = mis1 + s0, on trouve[

r

s

]
ϵi

= ϵ
−(mis1+s0)(mir1+r0−1)
i (−1)(mi+1)s1ϵ

s0(r0−1)
i

(
r1
s1

)[
r0
s0

]
ϵi

En utilisant (2.35), on peut simplifier le facteur en (−1)(mi+1)(r1+1)s1(ϵmi
i )

(r1+1)s1+r1s0+r0s1 . On déduit
alors facilement les autres expressions en simplifiant selon la parité de mi et le signe de ϵmi

i .

Lorsque l’on spécialise en ϵ, les générateurs de l’algèbre possèdent des propriétés supplémentaires qui
seront utiles pour l’étude des représentations . Le lemme 2.3.6 montre comment les

[
Ki;0
r

]
ϵi

s’expriment en
fonction des K±

i et de
[
Ki;0
mi

]
ϵi

et les (X±
i )

(r) en fonction des X±
i et des (X±

i )
(mi). De même, la proposition

2.3.7 montre quelques propriétés des puissances des X±
i et des Ki.

Lemme 2.3.6. (i) Pour tout r ∈ N, 0 ≤ r < mi on a[
Ki; 0

r

]
ϵi

=
r∏

s=1

Kiϵ
1−s
i −K−1

i ϵs−1
i

ϵsi − ϵ−s
i

(2.42)

(ii) Pour tout p ∈ N, [
Ki; 0

pmi

]
ϵi

=
1

p!
(ϵmi

i )
p
p−1∏
s=0

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− ϵmi
i Kmi

i s

)
(2.43)

(iii) Pour 0 ≤ r < mi et p ∈ N, [
Ki; 0

pmi + r

]
ϵi

=

[
Ki; 0

pmi

]
ϵi

[
Ki; 0

r

]
ϵi

(2.44)

(iv) Pour tout r ∈ N, 0 ≤ r < mi on a

(X±
i )

(r)
=

(X±
i )

r

[r]ϵi !
(2.45)

(v) Pour tout p ∈ N,
(X±

i )
(pmi)

=
1

p!
(ϵmi

i )(
(p+2)(p+1)

2 )
(
(X±

i )
(mi)

)p
(2.46)

(vi) Pour 0 ≤ r < mi et p ∈ N,

(X±
i )

(pmi+r)
= (ϵmi

i )
pr
(X±

i )
(pmi)

(X±
i )

(r) (2.47)

Démonstration. L’égalité (2.42) est simplement la définition (2.13) évaluée en c = 0 et q = ϵ et (2.45) la
notation 2.1.5 évaluée en q = ϵ. Il faut juste s’assurer que cela a un sens c’est-à-dire que les dénominateurs
ne s’annulent pas. C’est le cas si 0 ≤ r < mi, grâce à (2.31). De même, pour tout p ∈ N et 0 < s < mi,
pmi + s n’est pas un multiple de mi et on peut alors écrire
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Kiϵ
1−(pmi+s)
i −K−1

i ϵ
(pmi+s)−1
i

ϵpmi+s
i − ϵ

−(pmi+s)
i

=
ϵpmi

i

(
Kiϵ

1−(s+2pmi)
i −K−1

i ϵs−1
i

)
ϵpmi

i

(
ϵsi − ϵ−s−2pmi

i

) =
Kiϵ

1−s
i −K−1

i ϵs−1
i

ϵsi − ϵ−s
i

ce qui permet de prouver (2.44).
En ce qui concerne (2.43), le cas p = 0 est évident donc on suppose p ≥ 1. La formule (2.21) du lemme

2.2.6 donne[
(p+ 1)mi

pmi

]
ϵi

[
Ki; 0

(p+ 1)mi

]
ϵi

=
∑

0≤t≤s

(−1)tϵpmi(mi−t)
i

[
pmi + t− 1

t

]
ϵi

Kt
i

[
Ki; 0

pmi

]
ϵi

[
Ki; 0

mi − t

]
ϵi

On utilise l’expression (2.40) pour simplifier les binômes quantiques. Tout d’abord, si 0 < t < mi

on voit que
[
pmi+t−1

t

]
ϵi

est multiple de
[
t−1
t

]
ϵi

qui est nul d’après (1.6). Le terme en t = 0 se simplifie en
(−1)(mi+1)(p+1)

(ϵmi
i )

(mi+p)[Ki;0
pmi

]
ϵi

[
Ki;0
mi

]
ϵi

et celui en t = mi se simplifie en (−1)mip+p+1
(ϵmi

i )
(mip+p+1)

Kmi
i p

[
Ki;0
pmi

]
ϵi

.
Le facteur du membre de gauche s’écrit quant à lui (p+1)(ϵmi

i )
mip. En utlisant (2.35), on obtient la relation

de récurrence suivante :[
Ki; 0

(p+ 1)mi

]
ϵi

=
1

p+ 1
ϵmi
i

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− ϵmi
i Kmi

i p

)[
Ki; 0

pmi

]
ϵi

d’où on déduit l’expression générale (2.43).
Pour (2.47), on commencer par remarquer que 2.26 donne :

(X±
i )

(pmi+r)
=

[
pmi + r

pmi

]
qi

(X±
i )

(pmi)
(X±

i )
(r)

Puis d’après (2.39), on a
[
pmi+r
pmi

]
ϵi
= (−1)(mi+1)2p

(ϵmi
i )

mip(p+1)+p+p(r+1)
= (ϵmi

i )
pr. Enfin, on remarque

que dans U res
A , on a

(X±
i )

(pmi)
=

(
[mi]qi !

)p
[pmi]qi !

(
(X±

i )
(mi)

)p
On a de plus

p∏
k=1

[
kmi

(k − 1)mi

]
qi

=

p∏
k=1

[kmi]qi !

[(k − 1)mi]qi ![mi]qi !
=

[pmi]qi !(
[mi]qi !

)p
et à d’après (2.39),

[
kmi

(k−1)mi

]
ϵi
= (−1)mi+1

(ϵmi
i )

mik+1
k = (ϵmi

i )
(k+1)

k. D’où on déduit la formule générale
(2.46).

Proposition 2.3.7. Dans U res
ϵ :

(i) (X±
i )

mi
= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n tel que mi > 1.

(ii) Pour tout 1 ≤ i ≤ n, si ϵmi
i = 1 alors Kmi

i est central.
(iii) K2mi

i = 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. Pour le premier point, on remarque que (X±
i )

r
= (X±

i )
(r)

[r]qi ! dans U res
A et [r]ϵi = 0 si r est

un multiple de mi > 1. Pour le second point, les Kmi
i commutent avec les K±

j donc aussi avec les
[
Kj ;0
r

]
qj

.
On a de plus

Kmi
i X±

j = (qmi
i )

aijX±
j Kmi

i
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Si ϵmi
i = 1, cela montre que les Kmi

i commutent aussi avec les X±
j dans U res

ϵ donc avec les (X±
j )

(r).
Notons que pour ϵmi

i = −1, on prouve de même que K2mi
i est central, mais cela est impliqué par le dernier

point.
Pour ce dernier point, on considère l’égalité

mi∏
r=1

(
Kiq

1−r
i −K−1

i qr−1
i

)
=

[
Ki; 0

mi

]
qi

mi∏
r=1

(
qri − q−r

i

)
Le second membre évalué en ϵ est nul, car son facteur en r = mi l’est. Le membre de droite s’écrit

mi∏
r=1

(
Kiq

1−r
i −K−1

i qr−1
i

)
= K−mi

i q
∑mi

r=1(1−r)
i

mi∏
r=1

(
K2

i − q
2(r−1)
i

)
= K−mi

i q
− r(r−1)

2
i

mi−1∏
r=0

(
K2

i − q2dir
)

d’où on déduit en évaluant en ϵ que

mi−1∏
r=0

(
K2

i − ϵ2ri
)
= 0 (2.48)

Comme dans la démonstration du lemme 2.3.5, les puissances en ϵi dans (2.48) parcourent tout Umi

quand r parcourt {0, ...,mi − 1}. On obtient donc
(
K2

i

)mi − 1 = 0 i.e. K2mi
i = 1.
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Chapitre 3

Représentations de dimension finie

Nous allons maintenant nous intéresser aux représentations des algèbres enveloppantes quantifiées Uq et
U res
ϵ . On rappelle qu’elles sont définies comme des modules (sur Q(q) pour la forme rationnelle et sur A pour

les formes intégrales). Dans le cas de la spécialisation restreinte, on supposera en fait qu’il s’agit de modules
sur C, ce qui est plus simple à manipuler. La remarque 3.2.1 explique pourquoi cette hypothèse ne pose pas
de problème.

3.1 Représentations de la forme rationnelle
Dans cette section, nous décrivons brièvement les représentations irréductibles de la forme rationnelle en

suivant le début du chapitre 10 de [CP1994]. Dans le cas classique, de tels modules sont paramétrés par leur
plus haut poids et nous avons un résultat similaire pour la forme quantifiée.

Un poids est un n-tuple ρ = (ρ1, ..., ρn) ∈ (Q(q))×. Si ρ, ρ′ sont deux poids on définit un ordre

ρ′ ≤ ρ⇔ ∃β ∈ Q+∀i, ρ′i
−1

ρi = q
β(α∨

i )
i

On procède alors comme dans le cas classique. Un espace de poids d’un Uq-module est un sous-module
non nul de V de la forme

Vρ = {v ∈ V |∀i,Ki · v = ρiv}
pour un certain poids ρ. Un Uq-module de plus haut poids ρ est un module engendré par un vecteur v

primitif i.e. satisfaisant v ∈ Vρ et X+
i v = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Alors en utilisant la proposition 2.1.9, on

obtient la décomposition en somme directe d’espaces de poids :

V =
⊕
ρ′≤ρ

Vρ′

avec dimVρ = 1. Alors ρ est uniquement déterminé et V est appelé le module de plus haut poids ρ. Les
éléments de Vρ sont appelés vecteurs de plus hauts poids.

On définit le module de Verma Mq(ρ) comme le quotient de Uq par l’idéal à gauche engendré par les X+
i

et les Ki− ρi1. C’est un module de plus haut poids ρ où un vecteur de plus haut poids est l’image de 1 dans
le quotient. Tout module de plus haut poids ρ est isomorphe à un quotient de Mq(ρ) et Mq(ρ) possède un
unique quotient irréductible Vq(ρ). On a alors les propositions suivantes :

Proposition 3.1.1. Pour tout poids ρ, il existe un unique Uq-module irréductible de plus haut poids ρ. Il
s’agit de Vq(ρ). □
Proposition 3.1.2. Un Uq-module irréductible de plus haut poids ρ est intégrable si et seulement si ρ =(
σiq

λ(α∨
i )

i

)
1≤i≤n

pour un certain σ ∈ {−1, 1}n et un certain λ ∈ P+. □
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Proposition 3.1.3. Tout Uq-module irréductible de dimension fini est intégrable et de plus haut poids i.e.
isomorphe à un Vq(σ, λ) = Vq(

(
σiq

λ(α∨
i )

i

)
1≤i≤n

) pour un certain σ ∈ {−1, 1}n et un certain λ ∈ P+. □

Proposition 3.1.4. Tout Uq-module de dimension finie est complètement réductible. □

Cela permet d’obtenir une classification complète des Uq-modules de dimension finie.

Remarque 3.1.5. Si ρ′ ≤ ρ = σiq
λ(α∨

i )
i , alors par définition cela signifie que ∀i, ρ′i = σiq

(λ−β)(α∨
i )

i pour un
certain β ∈ Q+ ⊆ P+. Donc les poids de Vq(σ, λ) sont de la forme

(
σiq

λ′(α∨
i )

i

)
1≤i≤n

avec λ′ ≤ λ.

Exemple 3.1.6. On suppose g = sl2 et λ ∈ N. Il existe exactement deux Uq(g)-modules de dimension finie
λ + 1 ≥ 1. Ceux sont les modules Vq(σ, λ) pour σ ∈ {−1,+1} de base {v(λ)0 , v

(λ)
1 , ..., v

(λ)
λ } dont l’action sur

les générateurs de Uq(g) est donnée par

K1v
(λ)
r = σqλ−2rv(λ)r

X+
1 v(λ)r = σ[λ− r + 1]qv

(λ)
r−1

X−
1 v(λ)r = [r + 1]qv

(λ)
r+1

où on pose vλ+1 = v−1 = 0.

Notons finalement que l’on peut définir le caractère d’un Uq(g)-module de dimension fini en s’inspirant
de ce qui existe pour le cas classique des U(g)-modules (cf l’annexe A.2). On a alors :

Proposition 3.1.7. Le caractère de Vq(σ, λ) est donné par la formule des caractères de Weyl.

3.2 Représentations de la spécialisation restreinte
Dans cette section, nous nous intéressons aux représentations de la spécialisation restreinte. Comme

indiqué plus haut, nous considérons des modules sur C. Cela est justifié par la remarque suivante :

Remarque 3.2.1. Supposons que V soit une représentation de U res
ϵ de dimension finie définie comme un

module sur C (si V est un module sur A cette structure peut être étendue en une structure V ⊗C de C-espace
vectoriel et l’action de U res

ϵ étendue par linéarité). Les Ki agissent comme des opérateurs commutant deux à
deux et annulés par le polynôme X2m−1 scindé à racines simples dans Q(ϵ) donc les Ki sont simultanément
diagonalisables sur Q(ϵ). En fait, pour tout 1 ≤ i ≤ n, K2mi

i = 1 donc Ki agit comme un opérateur ayant des
valeurs propres dans l’ensemble U2mi . On a en fait U2mi ⊆ ±Ul ⊆ A d’après (2.38). Comme ϵ est algébrique,
Q(ϵ) = Q[ϵ]. Soit (vi)1≤i≤dimV une base de V et v =

∑dimV
i=1

(∑l−1
j=0 vijϵ

j
)
(vi ⊗ 1) ∈ V ⊗ Q(ϵ) un vecteur

propre commun pour les Ki. On a vij ∈ Q et en multipliant v par un entier bien choisi on peut supposer
vij ∈ Z, ce qui donne une diagonalisation dans A de l’action des Ki sur V . De façon similaire, les Ki,

[
Ki;0
mi

]
ϵi

agissent comme des opérateurs commutant deux à deux et la proposition 3.2.2 montre que les valeurs propres
de l’action de

[
Ki;0
mi

]
ϵi

sont dans Z ⊆ A. On peut alors obtenir une réduction dans A.

La proposition 3.2.2 est une généralisation de la proposition 5.1 de [Lus1989] :

Proposition 3.2.2. Soit V une représentation de dimension finie de U res
ϵ . Alors

1. Les X±
i , (X±

i )
(mi) agissent de façon nilpotente sur V

2. Les valeurs propres de l’action de
[
Ki;0
mi

]
ϵi

sur V sont entières.
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Démonstration. La nilpotence des X±
i est impliquée par celle des (X±

i )
(mi) si mi = 1 (en effet dans ce cas

X±
i = (X±

i )
(mi)). Sinon, on sait déjà que les X±

i sont nilpotents par la proposition 2.3.7.
On travaille dans la sous-algèbre gi de U res

ϵ engendrée par K±1
i , X±

i ,
[
Ki;0
mi

]
ϵi

. Ki commute avec
[
Ki;0
mi

]
ϵi

et Kmi
i = 1 donc on peut écrire une décomposition en sous-espaces caractéristiques V =

⊕
σ,k0,k1

Vσ,k0,k1 ,
où sur chaque Vσ,k0,k1 , Ki agit par multiplication par σϵk0

i et
[
Ki;0
mi

]
ϵi
− k1 agit de façon nilpotente. Par

(2.38), on a plus précisément σ ∈ {−1,+1} et k0 ∈ Z/miZ et a priori k1 ∈ C. On considère enfin un vecteur
v ∈ Vσ,k0,k1 .

Pour tout r ∈ N∗, on a Ki(X
±
i )

(r)
v = ϵ±2r

i (X±
i )

(r)
Kiv = σϵk0±2r

i (X±
i )

(r)
v. Pour r = mi on trouve

Ki(X
±
i )

(mi)
v = σϵk0

i (X±
i )

(mi)
v. Pour r = 1 on trouve que Ki(X

±
i v) = σϵk0±2

i (X±
i v).

On garde toujours r ∈ N∗. Les formules (2.19) et (2.20) du lemme 2.2.6 montrent que
[
Ki;±2r

mi

]
ϵi

=[
Ki;0
mi

]
ϵi
+ Y ±

r où
[
Ki;0
mi

]
ϵi

est le terme d’indice s = 0 dans les formules du lemme et Y ±
r la somme des termes

d’indices s > 0. De plus Y ±
r appartient à la sous-algèbre engendrée par Ki,K

−1
i . Par conséquent x est un

vecteur propre de Y ±
r pour une certaine valeur propre λ±

r dont (2.19) et (2.20) montrent qu’elle ne ne dépend
que de σϵk0

i , mi, ϵi et r. Considérons alors l’action de
[
Ki;0
mi

]
ϵi
− (k1 + λ±

r ) sur (X±
i )

(r)
v :([

Ki; 0

mi

]
ϵi

− (k1 + λ±
r )

)
(X±

i )
(r)

v = (X±
i )

(r)

([
Ki;±2r

mi

]
ϵi

− (k1 + λ±
r )

)
v

= (X±
i )

(r)

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

+ Y ±
r − (k1 + λ±

r )

)
v

= (X±
i )

(r)

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− k1

)
v + (X±

i )
(r) (

Y ±
r − λ±

r

)
v

= (X±
i )

(r)

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− k1

)
v

Maintenant,
([

Ki;0
mi

]
ϵi
− k1

)
v ∈ Vσ,k0,k1 et on peut donc répéter ce calcul ce qui donne pour tout p ≥ 1,([

Ki;0
mi

]
ϵi
− (k1 + λ±

r )
)p (

(X±
i )

(r)
v
)
= (X±

i )
(r)
([

Ki;0
mi

]
ϵi
− k1

)p
v qui est nul pour p assez grand. Ceci montre

que (X±
i )

(r)
v appartient au sous-espace caractéristique de

[
Ki;0
mi

]
ϵi

correspondant à la valeur propre k1+λ±
r .

Décrivons maintenant λ±
r de façon plus explicite. Les formules (2.19) et (2.20) donnent :

Y −
r =

∑
1≤s≤mi

(−1)sϵ−2rs
i

[
2r + s− 1

s

]
ϵi

Ks
i

[
Ki; 0

mi − s

]
ϵi

Y +
r =

∑
1≤s≤mi

ϵ−2rs
i

[
2r

s

]
ϵi

K−s
i

[
Ki; 0

mi − s

]
ϵi

Dans le cas particulier r = mi, (2.40) montre alors que seul le terme en s = mi est non nul et se simplifie
pour donner λ±

mi
= ±2∆i avec

∆i = (−1)(mi+1)
σmi(ϵmi

i )
k0+1 (3.1)

On a ∆i ∈ {−1,+1} et le signe ne dépend pas de k1. Comme dimV <∞, les valeurs propres de
[
Ki;0
mi

]
ϵi

sont dans une partie bornée de C. L’inclusion (X±
i )

(kmi)
.Vσ,k0,k1 ⊆ Vσ,k0,k1±2k∆i pour tout k > 0 montre

alors que (X±
i )

(mi) agit de façon nilpotente sur V .
Considérons maintenant le cas particulier r = 1 et mi ≥ 2. On remarque que

[
2r
s

]
ϵi

vaut ϵi+ ϵ−1
i si s = 1,

vaut 1 si s = 2 et vaut 0 si s ≥ 3. D’où
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Y +
1 = ϵ−2

i (ϵi + ϵ−1
i )K−1

i

[
Ki; 0

mi − 1

]
ϵi

+ ϵ−4
i K−2

i

[
Ki; 0

mi − 2

]
ϵi

Pour s = 1, 2,
[
Ki;0
mi−s

]
ϵi

agit sur x par multiplication par

mi−s∏
k=1

σϵk0+1−k
i − σϵ

−(k0+1−k)
i

ϵki − ϵ−k
i

= (−1)(s+1)
∆iσ

sϵ
−s(k0+1)
i

mi−s∏
k=1

1− ϵ
2(k−1)−2k0

i

1− ϵ2ki
(3.2)

Comme on l’a déjà vu dans des démonstrations précédentes, ϵ2(k−1)−2k0

i parcourt Umi quand k parcourt
{0, 1, ...,mi−1} (et de même pour ϵ2ki ). S’il existe 1 ≤ k ≤ mi−2 tel que ϵ

2(k−1)−2k0

i = 1 alors λ+
1 = 0. Sinon,

on a soit ϵ
2(0−1)−2k0

i = ϵ−2−2k0
i = 1, soit ϵ

2((mi−1)−1)−2k0

i = ϵ−4−2k0
i = 1. Dans le premier cas, ϵ2k0

i = ϵ−2
i , le

grand produit dans l’expression (3.2) vaut 1. On obtient alors

λ+
1 = ∆i

(
σϵ−1−k0

i σ(ϵ−2
i (ϵi + ϵ−1

i )ϵ−k0
i )− σ2ϵ−2−2k0

i (ϵ−4
i σ2ϵ−2k0

i )
)

= ∆i

(
(ϵ−2

i + ϵ−4
i )ϵ−2k0

i − ϵ−6
i ϵ−4k0

i

)
= ∆i

(
(ϵ−2

i + ϵ−4
i )ϵ2i − ϵ−6

i ϵ4i
)

= ∆i

Dans le second cas, ϵ2k0
i = ϵ−4

i . Le produit (3.2) est nul en s = 1 est nul et en s = 2 il se simplifie :

mi−s∏
k=1

1− ϵ
2(k−1)−2k0

i

1− ϵ2ki
=

mi−s∏
k=1

1− ϵ
2(k+1)
i

1− ϵ2ki
=

1− ϵ
2(1−s)
i

1− ϵ2i
= −ϵ−2

i

et on trouve à nouveau
λ+
1 = ∆i

(
−σ2ϵ−2

i ϵ−2k0
i (−ϵ−2

i )(ϵ−4
i σ2ϵ−2k0

i )
)

= ∆i

(
ϵ−2
i ϵ4i ϵ

−2
i ϵ−4

i ϵ4i
)

= ∆i

Il n’existe qu’un nombre fini de triplet (σ, k0, k1) ∈ {−1,+1} × N × C tel que Vσ,k0,k1 ̸= 0. Supposons
qu’il en existe un tel que k1 /∈ Z. On peut supposer de plus que ℜ(k1) est maximal si ∆i = 1 et minimal
sinon. En général, (X+

i )
(mi)

Vσ,k0,k1 ⊆ Vσ,k0,k1+2∆ik = 0. Si mi = 1, alors (2.46) permet de prouver que pour
tout 1 ≤ k < mi, (X+

i )
(k)

Vσ,k0,k1 ⊆ Vσ,k0,k1+2∆ik = 0. Supposons maintenant mi ≥ 2. Les calculs précédents
montrent que

X+
i Vσ,k0,k1 ⊆ Vσ′,k′

0,k
′
1

avec

σ′ϵ
k′
0

i = σϵk0+2
i

k′1 =

{
k1 +∆i si 2k0 ≡ −2,−4 mod bmi

k1 sinon

(3.3)

Où b = 2 si l est pair et b = 1 si l est impair. On définit une suite d’espaces Vσr,k0r,k1r en par-
tant de Vσr,k00,k10 = Vσ,k0,k1 et en se déplaçant à chaque étape dans l’espace Vσr,k0(r+1),k1(r+1)

contenant
(X+

i )Vσ,k0r,k1r tel que défini par (3.3). Si mi est impair, alors lorsque r parcourt {0, 1, ...,mi − 1}, k0r par-
court toutes les classes modulo mi. k1r augmente de ∆i exactement deux fois (en −1 et −2). Si mi est pair
alors b = 2. Lorsque r parcourt {0, 1, ..., mi

2 − 1}, k0r parcourt toutes les classes modulo mi qui ont la même
parité que k0r. k1r augmente ∆i exactement une fois (en −1 si k0r est impair et en −2 si k0r est pair). On
considère alors le plus grand r tel que Vσr,k0r,k1r ̸= 0. On a de plus k1r = k1 /∈ Z. En outre cela ne peut pas
correspondre au dernier élément de la suite car celui-ci est nul (k1r a augmenté de ∆i au moins une fois) et
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on peut donc écrire X+
i Vσr,k0r,k1r ⊆ Vσr+1,k0(r+1),k1(r+1)

= 0. Quitte à remplacer (σ, k0, k1) par (σr, k0r, k1r),
on obtient à nouveau par (2.46) et (2.47) que (X+

i )
(k) annule Vσ,k0,k1 pour tout k ≥ 1.

Finalement, (X−
i )

(mi) agit de façon nilpotente sur Vσ,k0,k1 donc il existe r ≥ 1 tel que
(
(X−

i )
(mi)

)r
, et

a fortiori (X+
i )

(rmi)
(X−

i )
(rmi), annule Vσ,k0,k1 . En appliquant (2.25), on obtient que

[
Ki;0
mir

]
ϵi

annule Vσ,k0,k1 .

Mais alors (2.43) montre que l’action de
[
Ki;0
mi

]
ϵi

sur Vσ,k0,k1 est annulée par le polynôme
∏p−1

s=0

(
X − σmi(ϵmi

i )
k0+1

s
)

.
Comme

[
Ki;0
mi

]
ϵi
−k1 agit de façon nilpotente sur Vσ,k0,k1 , on a nécessairement k1 ∈ {σmi(ϵmi

i )
k0+1

s}s∈{0,1...p−1},
ce qui contredit k1 /∈ Z.

Définition 3.2.3. Un poids de U res
ϵ est une suite de triplets ρ = (σi, ki0, ki1)1≤i≤n de longueur n tel que

pour tout 1 ≤ i ≤ n, (σi, ki0, ki1) ∈ {−1,+1} × Z/miZ× Z.
Soit V est une représentation de dimension finie de U res

ϵ . On note

∀T ∈ (N∗)
n
, V T

ρ =
∩

1≤i≤n

Ker
(
Ki − σiϵ

ki0
i 1

)
∩Ker

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− ki11

)Ti

(3.4)

et

Vρ =
∪

T∈(N∗)n

V T
ρ (3.5)

Ce dernier est en réalité un V T
ρ pour T assez grand. On appelle vecteur de poids ρ les éléments de Vρ.

Alors pour tout T ∈ (N∗)
n, les V T

ρ sont en somme directe. De plus on a alors la décomposition V =
⊕

ρ Vρ.

Notation 3.2.4. Étant donné ρ = (σi, ki0, ki1)1≤i≤n un poids, on conserve la notation

∆i = (−1)(mi+1)
σmi
i (ϵmi

i )
ki0+1 (3.6)

Soient maintenant v ∈ Vρ et c ∈ Z. Notons

Yic =

[
Ki; c

mi

]
ϵi

− (ϵmi
i )

c

[
Ki; 0

mi

]
ϵi

(3.7)

D’après (2.19) et (2.20), Yic est dans la A sous-algèbre engendrée par Ki,K
−1
i . En particulier, v est un

vecteur propre de Yic pour une certaine valeur propre, que l’on notera λρic ∈ Q(σiϵ
k0
i , ϵi).

Le calcul direct de λρic à l’aide des formules (2.19) et (2.20) n’est pas forcément évident. Nous utiliserons
à la place une approche inductive. On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 3.2.5. Soit ρ = (σi, ki0, ki1)1≤i≤n un poids et v ∈ Vρ. Alors pour tout c ∈ N,

λρ,i,±c = (ϵmi
i )

c

⌊
ki0 ± c

mi

⌋
∆i (3.8)

Démonstration. On commence par évaluer (2.19) et (2.20) en c = pmi, r = mi. Le lemme (2.40) montre que
seuls les termes en s = 0,mi sont non nuls et dans les deux cas, on trouve la formule :[

Ki;±pmi

mi

]
ϵi

v = (ϵmi
i )

pmi

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

± p∆i

)
v (3.9)

Si mi = 1 on a terminé. Supposons donc mi ≥ 2 et considérons un c ∈ Z. On évalue (2.18) en ϵ et r = mi :
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[
Ki; c+ 1

mi

]
ϵi

= ϵmi
i

([
Ki; c

mi

]
ϵi

+ ϵc+1
i Ki

[
Ki; c

mi − 1

]
ϵi

)
(3.10)

On applique alors chaque membre à v :

[
Ki; c+ 1

mi

]
ϵi

v = ϵmi
i

([
Ki; c

mi

]
ϵi

+ ϵc+1
i Ki

[
Ki; c

mi − 1

]
ϵi

)
v

= ϵmi
i

([
Ki; c

mi

]
ϵi

+ ϵc+1
i σiϵ

ki0
i

mi−1∏
k=1

σiϵ
ki0
i ϵc+1−k

i − σiϵ
−ki0
i ϵ

−(c+1−k)
i

ϵki − ϵ−k
i

)
v

= ϵmi
i

[Ki; c

mi

]
ϵi

+ ϵc+1
i σiϵ

ki0
i

mi−1∏
k=1

σiϵ
ki0
i ϵc+1−k

i

(
1− ϵ−2ki0

i ϵ
−2(c+1−k)
i

)
−ϵ−k

i (1− ϵ2ki )

 v

= ϵmi
i

([
Ki; c

mi

]
ϵi

+ (−1)mi+1
(ϵmi

i )c+1σmi
i (ϵmi

i )
ki0

mi−1∏
k=1

1− ϵ−2ki0
i ϵ

−2(c+1−k)
i

1− ϵ2ki

)
v

= ϵmi
i

([
Ki; c

mi

]
ϵi

+∆i(ϵ
mi
i )

c
mi−1∏
k=1

1− ϵ
−2(ki0+c+1−k)
i

1− ϵ2ki

)
v

Intéressons nous au grand produit. Une nouvelle fois, lorsque k parcourt {0, ...mi − 1}, les puissances
en ϵi parcourt Umi . Si ϵ

−2(ki0+c+1−k)
i = 1 pour un certain k ∈ {1, ...,mi − 1} alors le produit est nul.

Sinon, ϵ−2(ki0+c+1)
i = 1 et le grand produit vaut alors 1. Notons que ce dernier cas arrive si et seulement si

ki0 ≡ −(c+ 1) mod mi, d’où[
Ki; c+ 1

mi

]
ϵi

v = ϵmi
i

([
Ki; c

mi

]
ϵi

+∆i(ϵ
mi
i )

c
δki,0,−(c+1)

)
v (3.11)

Considérons enfin 0 ≤ r < mi. A partir de relation de récurrence (3.11) et en séparant les cas ±, on
trouve aisément [

Ki;±(pmi + r)

mi

]
ϵi

v =

(
(ϵmi

i )
r

[
Ki;±pmi

mi

]
ϵi

± (ϵmi
i )

pmi+r
χi,±r(ki0)∆i

)
v

où χi,+r(k0) = 1 si mi − r ≤ ki0 ≤ mi − 1, χi,−r(k0) = 1 si 0 ≤ ki0 ≤ r − 1 et χi,±r(k0) = 0 sinon. En
injectant l’expression (3.9) on trouve

λρ,i,±(pmi+r) = ±(ϵmi
i )

pmi+r
(p+ χi,±r(ki0))∆i (3.12)

Finalement, si c ∈ N et si on pose c = pmi + r sa division euclidienne par mi, on a

± (p+ χi,±r(ki0)) =

⌊
ki0 ± c

mi

⌋
d’où on déduit la formule générale.

Proposition 3.2.6. Soient T ∈ (N∗)
n, ρ = (σi, ki0, ki1)1≤i≤n un poids et v ∈ V T

ρ . Considérons r ∈ {1,mi}
et j ∈ {1, 2, ..., n} et supposons que (X±

j )
(r)

v ̸= 0. Alors il existe un (unique) poids ρr = (σir, ki0r, ki1r)1≤i≤n

tel que (X±
j )

(r)
v ∈ V T

ρr
. En particulier,

⊕
ρ V

T
ρ est un sous-module de V et si V est irréductible V =

⊕
ρ V

1
ρ =⊕

ρ Vρ. De plus pour tout 1 ≤ i ≤ n,
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σir = (ϵmi
i )

⌊(ki0±raij)/mi⌋σi

ki0r = ki0 ± raij −
⌊
ki0 ± raij

mi

⌋
mi

ki1r = (ϵmi
i )

raij

(
ki1 +

⌊
ki0 ± raij

mi

⌋
∆i

) (3.13)

Démonstration. On a Ki((X
±
j )

(r)
v) = ϵ

±raij

i (X±
j )

(r)
Kiv = σiϵ

ki0±aij

i (X±
j v). Notons a = ⌊(ki0 ± raij) /mi⌋

et b = ki0 ± aij − ami le quotient et reste de la division euclidienne de ki0 ± aij par mi. Alors on obtient
Ki(X

±
j v) = σi(ϵ

mi
i )

a
ϵbi (X

±
j v). De plus,

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

−
(
(ϵmi

i )
raijki1 + λρ,i,±raij

))
((X±

j )
(r)

v) = (X±
j )

(r)

([
Ki;±raij

mi

]
ϵi

−
(
(ϵmi

i )
raijki1 + λρ,i,±raij

))
v

= (X±
j )

(r)

((
(ϵmi

i )
raij

[
Ki; 0

mi

]
ϵi

+ Yρ,i,±raij

)
−
(
(ϵmi

i )
raijki1 + λρ,i,±raij

))
v

= (X±
j )

(r)
(ϵmi

i )
raij

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− ki1

)
v + (X±

j )
(r) (

Yρ,i,±raij − λρ,i,±raij

)
v

= (X±
j )

(r)
(ϵmi

i )
raij

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− ki1

)
v

On a alors (ϵmi
i )

raij

([
Ki;0
mi

]
ϵi
− ki1

)
v ∈ V T

ρ et on peut répéter le calcul ci-dessus. On trouve,([
Ki; 0

mi

]
ϵi

−
(
(ϵmi

i )
raijki1 + λρ,i,±raij

))Ti

((X±
j )

(r)
v) = (X±

j )
(r)

(ϵmi
i )

Tiraij

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− ki1

)Ti

v = 0

On utilise enfin le lemme 3.2.5 :

ki1r = (ϵmi
i )

raijki1 + λρ,i,±raij

= (ϵmi
i )

raijki1 + (ϵmi
i )

raij

⌊
ki0 ± raij

mi

⌋
∆i

= (ϵmi
i )

raij

(
ki1 +

⌊
ki0 ± raij

mi

⌋
∆i

)

La proposition 3.2.6 montre en particulier que si ∀i, ϵmi
i = 1 alors σ est invariant par l’action de U res

ϵ . En
réalité, l’annexe A.1 montre que ∀i, ϵmi

i = 1 est équivalent à l impair (en effet, on peut toujours trouver i tel
que di ̸= 2 donc si l est pair, on a ϵmi

i = −1). Cela suggère la réduction suivante :
Remarque 3.2.7. Supposons l impair et en particulier que les mi sont impairs. Pour tout s = (s1, s2, ..., sn) ∈
{1,−1}n, considérons le sous-espace Zs = {v ∈ V |∀i,Kmi

i v = siv}. Si v ∈ Zs, on a Kmi
i (X±

j v) =

(ϵmi
i )

±aijsmi
i (X±

j v) = si(X
±
j v). Donc Zs est un sous module de V . D’après le lemme 2.3.7, on a une

décomposition en somme directe de sous-modules V =
⊕

s Zs. Appelons représentation de type s celles
pour lesquelles V = Zs. Notons que pour une telle représentation, alors pour tous poids ρ et 0 ̸= v ∈ Vρ,
∀i,Kmi

i v = σmi
i (ϵmi

i )
k0v = σiv = siv d’où σ = s. On a un automorphisme d’algèbre de Uq donné par

X+
i 7→ siX

+
i , X−

i 7→ X−
i et Ki 7→ siKi pour tout i qui induit un automorphisme d’algèbre ϕs de U res

ϵ . Si V
est de type s′, alors pour tout v ∈ V , ϕs(K

mi
i )v = smi

i Kmi
i v = sis

′
iv. Par conséquent ϕs échange les repré-

sentations de type s avec celles de type 1 = (1, 1, ..., 1). Cela permet de réduire l’étude des représentations
de U res

ϵ à celles de type 1.
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La proposition 3.2.6 laisse penser que l’on peut regrouper les paramètres ki0, ki1 en un seul paramètre
ki = ki0+miki1. Le lemme 3.2.8 fournit les expressions de ki0, ϵ

k0
i et ki1 en fonction de k, qui seront utilisées

dans proposition 3.3.1 de la section suivante. Dans la littérature, il est d’usage d’exprimer ces paramètres en
fonction de

[
ki

mi

]
ϵi

mais nous utiliserons aussi
⌊

k
mi

⌋
qui est parfois plus pratique à manipuler.

Lemme 3.2.8. Soit k ∈ Z et k = mik1 + k0 sa division euclidienne par mi. Alors

k0 = k −
⌊

k

mi

⌋
mi (3.14)

ϵk0
i = (ϵmi

i )

⌊
k

mi

⌋
ϵki = (ϵmi

i )
[ k
mi
]
ϵi ϵki (3.15)

k1 =

⌊
k

mi

⌋
= (−1)mi+1

(ϵmi
i )

k+1

[
k

mi

]
ϵi

(3.16)

Démonstration. Tout d’abord, k0 = k −
⌊

k
mi

⌋
mi et k1 =

⌊
k
mi

⌋
sont évidents. Ensuite, ϵki = (ϵmi

i )
k1ϵk0

i

donc (3.15) découle de (3.16). Maintenant si k1 = 0, alors
[

k
mi

]
ϵi

=
[
k0

mi

]
ϵi

= 0 = k1. Si k1 > 0, on
peut appliquer (2.39) et on obtient alors

[
k
mi

]
ϵi

= (−1)(mi+1)(k1+1)
(ϵmi

i )
k1+k0+1

k1. Si k1 < 0, (1.9) s’écrit[
k
mi

]
ϵi

= (−1)mi
[−k1mi+(mi−1−k0)

mi

]
ϵi

ce qui permet à nouveau d’appliquer (2.39). Après simplification, on
trouve la même formule que dans le cas k1 > 0.

Considérons plus attendivement (−1)(mi+1)(k1+1)
(ϵmi

i )
k1+k0+1. Si ϵmi

i = 1, il vaut (−1)(mi+1)(k1+1). Si
ϵmi
i = −1 on trouve (−1)(mi+1)(k1+1)+k1+k0+1

= (−1)k+mi . On peut donc l’exprimer de façon générale

(−ϵmi
i )

(mi+1)(k1+1)
(ϵmi

i )
k+mi = (−1)(mi+1)(k1+1)

(ϵmi
i )

mik1+mi+k1+1+k+mi

= (−1)(mi+1)(k1+1+k1)(ϵmi
i )

k1+mi+k1+1+k+mi

= (−1)mi+1
(ϵmi

i )
k+1

Ceci achève la démonstration.

3.3 Représentations irréductibles de la spécialisation restreinte
Dans cette section, nous allons reformuler les paramètres des représentations de la spécialisation restreinte,

de façon à pouvoir classifier celles qui sont irréductibles comme des représentations de plus haut poids.
Nous avons aussi vu l’importance du paramètre ∆i qui intuitivement donne la direction dans laquelle va

évoluer ki1. Pour conserver le fait que l’action de X+
i , (X+

i )
(mi) augmente ki1 et que celle de X−

i , (X−
i )

(mi)

le diminue, il est naturel de considérer à la place le paramètre ∆iki1. De même, on a vu que l’action de U res
ϵ

modifie le paramère σi en le multipliant par une puissance de ϵmi
i . Il est donc judicieux de modifier légèrement

la définition de ces coefficients en les multipliant par une puissance de ϵmi
i bien choisie, de façon à ce que le

paramètre σ devienne invariant par l’action de U res
ϵ . la définition 3.3.1 et la proposition 3.3.2 expriment ainsi

le sous-espace V T
(τi,ki0,ki1)1≤i≤n

en fonction de σ = ((ϵmi
i )

⌊ki/mi⌋τi)1≤i≤n et de λ =
∑n

i=1 (∆iki1 + ki0)ωi ∈ P .
Les changements de signes sont répercutés dans la définition de V T

σ,λ.

Définition 3.3.1. Soit V un U res
ϵ -module de dimension finie, σ ∈ {−1, 1}n, λ ∈ P et T ∈ (N∗)

n. On pose

V T
σ,λ =

∩
1≤i≤n

Ker
(
Ki − σiϵ

λ(α∨
i )

i 1
)
∩Ker

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

− σmi
i

[
λ(α∨

i )

mi

]
ϵi

1

)Ti

=
∩

1≤i≤n

Ker
(
Ki − σiϵ

λ(α∨
i )

i 1
)
∩Ker

([
Ki; 0

mi

]
ϵi

−∆i(λ)

⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
1

)Ti
(3.17)
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où ∀i,∆i(λ) = (−1)mi+1
σmi
i (ϵmi

i )
λ(α∨

i )+1. On définit l’espace de poids

Vσ,λ =
∪

T∈(N∗)n

V T
σ,λ (3.18)

Proposition 3.3.2. Pour tout poids ρ = (τi, ki0, ki1)1≤i≤n, posons σ = ((ϵmi
i )⌊λ(α

∨
i )/mi⌋τi)1≤i≤n et λ =∑n

i=1 (mi∆iki1 + ki0)ωi ∈ P . Alors V T
σ,λ = V T

ρ et Vσ,λ = Vρ. De plus les espaces de poids V T
σ,λ sont en

somme directe et V =
⊕

σ,λ Vσ,λ.

Démonstration. On se donne un poids ρ = (τi, ki0, ki1)1≤i≤n et on pose λ =
∑n

i=1 (mi∆iki1 + ki0)ωi comme
dans l’énoncé. Alors par définition λ(α∨

i ) = mi∆iki1 + ki0 est la division euclidienne de λ(α∨
i ) par mi. On

utilise le lemme 3.2.8 : On a bien ∆i(λ)
⌊
λ(α∨

i )
mi

⌋
1 = σmi

i

[
λ(α∨

i )
mi

]
ϵi
1, σiϵ

λ(α∨
i )

i = τi(ϵ
mi
i )

⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
ϵ
λ(α∨

i )
i = τiϵi

ki0

et

∆i = (−1)mi+1
τmi
i (ϵmi

i )
ki0+1

= (−1)mi+1
σmi
i (ϵmi

i )

⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
mi

(ϵmi
i )

ki0+1

= (−1)mi+1
σmi
i (ϵmi

i )
λ(α∨

i )+1

= ∆(λ)

d’où on déduit ∆i(λ)
⌊
λ(α∨

i )
mi

⌋
= ∆i

⌊
λ(α∨

i )
mi

⌋
= ∆i

⌊
mi∆iki1+ki0

mi

⌋
= ∆i∆iki1 = ki1. Par conséquent

V T
σλ = V T

ρ . D’où Vσλ = Vρ.
Étant donné (σ, λ), on définit ρ = (τi, ki0, ki1)1≤i≤n où ki1, ki0 sont donnés par les divisions euclidiennes

λ(α∨
i ) = mi∆iki1 + ki0 et τi = (ϵmi

i )⌊λ(α
∨
i )/mi⌋σi. On définit de même ρ′ à partir de (σ′, λ′). Si il existe

v ∈ V T
σ,λ∩V T

σ′,λ′ tel que v ̸= 0, alors a fortiori v ∈ Vρ∩Vρ′ et donc Vρ = Vρ′ . Par conséquent ρ = ρ′ i.e. τ = τ ′

et ∀i, ki1 = k′i1 ∧ ki0 = k′i0. On en déduit (σ, λ) = (σ′, λ′).

Proposition 3.3.3. Soit V un U res
ϵ -module de dimension finie.

1. Soient λ ∈ P et T ∈ (N∗)
n. Alors pour tout 1 ≤ j ≤ n on a :

X±
j V T

σλ ⊆ V T
σ,λ±αj

(3.19)

(X±
j )

(mj)
V T
σλ ⊆ V T

σ,λ±mjαj
(3.20)

2. Pour tout σ ∈ {−1, 1}n,
⊕

λ V
T
λ est un sous-module de V . Si V est irréductible V =

⊕
λ V

1
σ,λ =

⊕
λ Vσ,λ

pour un certain σ ∈ {−1, 1}n.

Démonstration. Le second point se déduit facilement du premier et de la définition des V T
σλ. Rappelons

ensuite que αj est donné par (1.12). Soient r ∈ {1,mj}, v ∈ V T
σλ et supposons que (X±

j )
(r)

v ̸= 0. Soit alors
V T
σr,λr

l’espace de poids auquel (X±
j )

(r)
v appartient. Soit 1 ≤ i ≤ n. Dans ce contexte, les formules de la

proposition 3.2.6 s’écrivent

τir = (ϵmi
i )

⌊(ki0±raij)/mi⌋τi

= (ϵmi
i )

∆iki1(ϵmi
i )

∆iki1+⌊(ki0±raij)/mi⌋τi

= (ϵmi
i )

∆iki1(ϵmi
i )

⌊(mi∆iki1+ki0±raij)/mi⌋τi

= (ϵmi
i )

(⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
−
⌊

(λ±rαj)(α
∨
i )

mi

⌋)
τi

⇒ σir = σi
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ki0r = ki0 ± raij −
⌊
ki0 ± raij

mi

⌋
mi

= ∆iki1mi + ki0 ± raij −
⌊
∆iki1mi + ki0 ± raij

mi

⌋
mi

= (λ± rαj)(α
∨
i )−

⌊
(λ± rαj)(α

∨
i )

mi

⌋
mi

∆ir = (−1)(mi+1)
τmi
ir (ϵmi

i )
ki0r+1

= (−1)(mi+1)
(
(ϵmi

i )
⌊(ki0±raij)/mi⌋miτmi

i

)(
(ϵmi

i )
ki0±raij−⌊(ki0±raij)/mi⌋mi+1

)
= ∆i(ϵ

mi
i )

raij

∆irki1r = ∆ir(ϵ
mi
i )

raij

(
ki1 +

⌊
ki0 ± raij

mi

⌋
∆i

)
= ∆iki1 +

⌊
ki0 ± raij

mi

⌋
=

⌊
mi∆iki1 + ki0 ± raij

mi

⌋
=

⌊
(λ± rαj)(α

∨
i )

mi

⌋
Cela achève la démonstration.

Un module V est dit de type σ ∈ {−1, 1}n si V =
⊕

λ Vσ,λ. En particulier, tout module irréductible
possède un type bien défini. Si l est impair, alors cette définition coïncide avec la notion définie dans la
remarque 3.2.7. L’automorphisme ϕσ mentionnée dans cette remarque permet de réduire l’étude aux modules
de plus haut poids de type 1. Dans la suite, on s’intéressera surtout aux modules de type 1 et on écrira alors
simplement V res

ϵ (λ) pour V res
ϵ (1, λ) et V res

ϵ (λ)λ′ pour V res
ϵ (1, λ)1,λ′ . De même pour W res

ϵ .
On peut alors de nouveau procéder comme dans le cas classique. Un U res

ϵ -module de plus haut poids
λ ∈ P de type σ ∈ {−1, 1}n est un module engendré par un vecteur vσ,λ primitif i.e. satisfaisant vσ,λ ∈ Vσ,λ

et X+
i vσ,λ = (X+

i )
(mi)

vσ,λ = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. On obtient la décomposition en somme directe d’espaces
de poids :

V =
⊕
λ′≤λ

Vσ,λ′ (3.21)

avec dimV(σ,λ) = 1. Alors λ est uniquement déterminé. Les éléments de Vσ,λ sont appelés vecteurs de
plus hauts poids. De plus, V possède un unique quotient irréductible. Cela conduit a la définition suivante :

Définition 3.3.4. Soit Vq(σ, λ) l’unique Uq-module irréductible de plus haut poids
(
σiq

λ(α∨
i )

i

)
1≤i≤n

pour
un certain σ ∈ {−1, 1}n et un certain λ ∈ P+. Soit vλ un vecteur de plus haut poids. On définit V res

A (σ, λ)
le sous U res

A -module de Vq(σ, λ) engendré par vλ et on définit le module de Weyl

W res
ϵ (σ, λ) = V res

A (σ, λ)⊗A C

via le morphisme A → C qui à q associe ϵ. C’est un module de dimension finie de plus haut poids λ
et de type σ. On note alors V res

ϵ (σ, λ) son unique quotient irréductible. Par un argument classique c’est, à
isomorphisme près, l’unique module irréductible de plus haut poids λ et de type σ.

Remarque 3.3.5. Soit v ∈ V res
A (σ, λ)ρ′ ⊆ Vq(σ, λ)ρ′ où ρ′ =

(
σiq

λ′(α∨
i )

i

)
1≤i≤n

pour λ′ ≤ λ (cf la remarque

3.1.5). Alors par définition, on a Kiv = σiq
λ′(α∨

i )
i v. Par (2.13) et (1.3), on en déduit aisément que

[
Ki;0
mi

]
qi
v =
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σmi
i

[
λ′(α∨

i )
mi

]
qi
v. Ceci montre que v⊗1 ∈W res

ϵ (σ, λ)σ,λ′ et les espaces de poids ”coïncident”. Cela justifie d’une
autre manière les changements de signes opérés dans la définition 3.3.1 et la proposition 3.3.2.

L’exemple qui suit est tiré de [CP1994] :

Exemple 3.3.6. On suppose g = sl2 et λ ∈ N. Alors à partir de (3.3.6), on trouve une base {v(λ)0 , v
(λ)
1 , ..., v

(λ)
λ }

de W res
ϵ (λ) sur laquelle l’action de U res

ϵ est donnée par :

K1v
(λ)
r = ϵλ−2rv(λ)r[

K1; 0

m

]
ϵ

v(λ)r = (−1)(m+1)
(ϵm)

λ−2r+1

⌊
λ− 2r

m

⌋
v(λ)r

X+
1 v(λ)r = [λ− r + 1]ϵv

(λ)
r−1

X−
1 v(λ)r = [r + 1]ϵv

(λ)
r+1

(X+
1 )

(m)
v(λ)r =

[
λ− r +m

m

]
ϵ

v
(λ)
r−m = (ϵm)

λ−r

(⌊
λ− r

m

⌋
+ 1

)
v
(λ)
r−m

(X−
1 )

(m)
v(λ)r =

[
r +m

m

]
ϵ

v
(λ)
r+m = (ϵm)

r
(⌊ r

m

⌋
+ 1
)
v
(λ)
r+m

où pour r /∈ {0, 1, ..., λ}, on pose vr = 0. Si V ′ est le sous-espace de W res
ϵ (λ) engendré par les vecteurs

v
(λ)
r qui satisfont λ0 < r0 < mi et r1 < λ1 (où comme d’habitude λ = miλ1 + λ0 et r = mir1 + r0 sont les

divisions euclidiennes par mi) alors V ′ est un sous-module de W res
ϵ (λ) et

V res
ϵ (λ) = W res

ϵ (λ)/V ′

Le théorème suivant généralise la proposition 6.4 de [Lus1989] :

Theorème 3.3.7. Tout U res
ϵ -module irréductible de dimension finie est isomorphe à V res

ϵ (σ, λ) pour un
certain (σ, λ) ∈ {−1,+1}n × P+.

Démonstration. Soit V un tel module et σ son type. Par la proposition 3.3.3, V =
⊕

λ V
1
σ,λ =

⊕
λ Vσ,λ. Soit

λ maximal parmi les poids de V . Alors tout vecteur non nul vσ,λ ∈ Vσ,λ est primitif. Comme de plus V est
irréductible, vσ,λ engendre V et V ∼= V res

ϵ (σ, λ).
Il reste à montrer que λ ∈ P+. Par le premier point du lemme 3.2.2 et par (2.46), il existe un p > 0 tel

que
(X−

i )
((p−1)mi)

vσ,λ ̸= 0

(X−
i )

(pmi)
vσ,λ = 0

On a alors (X+
i )

(mi)
(X−

i )
(pmi)

vσ,λ = 0. On utilise ensuite la relation (2.25). Seul le terme en t = mi est
non nul et on trouve

(X+
i )

((p−1)mi)
[
Ki;−(p− 1)mi

mi

]
ϵi

vσ,λ = 0

On utilise alors (3.9), pour déduire

(X+
i )

((p−1)mi)
[
Ki;−(p− 1)mi

mi

]
ϵi

vσ,λ = (ϵmi
i )

(p−1)mi∆i(λ)

(⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
− (p− 1)

)
(X+

i )
((p−1)mi)

vσ,λ

d’où
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⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
= p− 1

i.e.

(p− 1)mi ≤ λ(α∨
i ) < pmi (3.22)

En particulier, λ(α∨
i ) ≥ 0.

Concluons cette section en observant que l’on a malheureusement pas l’équivalent de la proposition 3.1.3
pour la représentation restreinte. Conservons les notations de l’exemple 3.3.6 et supposons de plus l = 2m = 4

et λ = 2. Alors on voit facilement que pour tout v =
∑2

i=0 aiv
(2)
i ∈ W res

ϵ (2) on a (X+
1 )

(2)
v = a2v

(2)
0 ,

(X−
1 )

(2)
v = a0v

(2)
2 . De plus par (2.32), X+

1 v = a2[1]ϵv
(2)
1 = a2v

(2)
1 et X−

1 v = a0[1]ϵv
(2)
1 = a0v

(2)
1 . En

particulier v
(2)
1 engendre un sous-module et c’est le seul sous-module propre de W res

ϵ (2). Cela montre que
W res

ϵ (2) est réductible mais pas complètement réductible.
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Chapitre 4

Caractères et produits tensoriels des
représentations

Dans ce dernier chapitre, nous considérons les produits tensoriels de représentations de la spécialisation
restreinte. La définition du produit tensoriel de deux représentations d’algèbre de Hopf est donnée dans la
section 1.5 par (1.15). Nous commençons tout d’abord par donner une factorisation sous forme de produit
tensoriel des représentations irréductibles V res

ϵ (σ, λ). Nous associons aussi à chaque représentation de dimen-
sion finie de la spécialisation restreinte un caractère, qui aide à leur classification. Enfin, nous donnons un
aperçu des tilting modules.

4.1 Factorisation des représentations irréductibles
Commençons par donner une factorisation justifiant d’une autre façon que l’on peut se restreindre aux

représentations irréductibles de type 1. On voit facilement que l’on peut définir un Uq-module de dimension
1 (donc irréductible) V = Cv où l’action des générateurs est donnée par Kiv = σiv et X±

i v = 0. Il suffit
de vérifier la compatibilité avec les relations de la définition 2.1.2. Alors ce module n’est autre que Vq(σ, 0)
et on en déduit le U res

ϵ -module V res
ϵ (σ, 0) = W res

ϵ (σ, 0) = Cvσ,0 où l’action des générateurs est donnée par
X±

i vσ,0 = (X±
i )

mi
vσ,0 =

[
Ki;0
mi

]
ϵi
vσ,0 = 0 et Kivσ,0 = σivσ,0. D’où

Lemme 4.1.1. Soient σ ∈ {−1,+1}n, λ ∈ P+. On a un isomorphisme de U res
ϵ -module

V res
ϵ (σ, λ) ∼= V res

ϵ (σ, 0)⊗ V res
ϵ (1, λ) (4.1)

Démonstration. Notons respectivement vσ,0, v1,λ des vecteurs de plus haut poids de V res
ϵ (σ, 0), V res

ϵ (1, λ).
Alors comme nous le verrons dans la démonstration de la proposition 4.2.2, vσ,0 ⊗ v1,λ est de poids (σ, λ).
Par ∆(X+

i ) = X+
i ⊗Ki+1⊗X+

i et par la formule (2.7) évaluée en r = mi, q = ϵ on trouve X+
i (vσ,0⊗v1,λ) =

(X+
i )

(mi)
(vσ,0 ⊗ v1,λ) = 0 donc vσ,0 ⊗ v1,λ est un vecteur primitif de V = V res

ϵ (σ, 0)⊗ V res
ϵ (1, λ). De plus, on

calcule facilement pour tout x ∈ U res
ϵ

− que

x(vσ,0 ⊗ v1,λ) = σi(vσ,0 ⊗ xv1,λ)

ce qui montre que vσ,0⊗ v1,λ engendre V . Donc V est un module de plus haut poids (σ, λ). Enfin, soit V ′

un sous-module de V , (σ′, λ′) un poids maximal de V ′ et v′ ∈ V ′
σ′,λ′ un vecteur primitif. Alors v′ = vσ,0⊗ v′′

pour un v′′ ∈ V res
ϵ (1, λ). On voit alors que V ′ = V res

ϵ (σ, 0) ⊗ V ′′ où V ′′ est un sous-module de V res
ϵ (1, λ).

Donc V ′′ = 0 ou V ′′ = V res
ϵ (1, λ). Ainsi, V est irréductible et donc isomorphe à V res

ϵ (σ, λ).

Considérons maintenant la factorisation suivante, donnée dans [Lus1989]. On suppose que l est impair,
premier avec les di et tel que 0 ≤ di < l. Tout λ ∈ P+ peut s’écrire de façon unique sous la forme λ = λ0+lλ1

où λ0, λ1 ∈ P+ et ∀i, 0 ≤ λ0(α
∨
i ) < l. Alors on a l’isomorphisme de U res

ϵ -module suivant
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V res
ϵ (λ) ∼= V res

ϵ (λ0)⊗ V res
ϵ (lλ1)

On note U fin
ϵ la sous-algèbre de U res

ϵ engendré par les X±
i , K±

i . C’est une algèbre de Hopf de dimension
finie. Alors le premier facteur peut être vu comme un U fin

ϵ -module irréductible tandis que le second peut être
vu comme le tiré-en-arrière d’une représentation irréductible de U(g) par un certain morphisme U res

ϵ → U(g).
On aimerait généraliser ce résultat avec nos hypothèses moins strictes. Le lemme 2.3.6 montre que si une

algèbre contient X±
i et (X±

i )
(mi) alors elle contient tous les (X±

i )
(r) et n’est donc pas de dimension finie.

Pour avoir l’équivalent de la factorisation de Lusztig, on doit donc couper λ(α∨
i ) au niveau mi. On commence

par quelques lemmes :

Lemme 4.1.2. Soient 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j. On suppose que di |aij | = dj |aij | < m. Alors

(X±
i )

(mi)
X±

j =

−aij∑
k=0

(−1)k
[
mi + aij − 1 + k

k

]
ϵi

(X±
i )

(−aij−k)
(X±

j )(X±
i )

(mi+aij+k) (4.2)

X±
i (X±

j )
(mj)

=

−aij∑
k=0

(−1)k
[
mi + aij − 1 + k

k

]
ϵi

(X±
i )

(mi+aij+k)
(X±

j )(X±
i )

(−aij−k) (4.3)

Démonstration. On travaille dans Uq. Pour simplifier les notations, notons N = 1−aij , e = qi, Ak = (X±
i )(k)

pour tout k ∈ N et B = X±
j . On a en particulier AlAk = AkAl =

[
k+l
k

]
e
Ak+l. La relation (2.5) s’écrit alors

ANB =

N∑
k=1

(−1)k+1AN−kBAk (4.4)

Plus généralement, on montre par récurrence sur M ≥ 0 que

AN+MB =
N∑

k=1

(−1)k+1

[
k − 1 +M

k − 1

]
e

AN−kBAk+M (4.5)

La formule est vrai pour M = 0, c’est (4.4). Si elle est vraie pour un M ≥ 0 alors

AN+M+1B =
A

[N +M + 1]e
AN+MB

=

N∑
k=1

(−1)k+1 [N − k + 1]e
[N +M + 1]e

[
k − 1 +M

k − 1

]
e

AN+1−kBAk+M

Par changement d’indice l = k − 1, la somme des termes en k > 1 s’écrit

−
N−1∑
l=1

(−1)l+1 [N − l]e
[N +M + 1]e

[
l +M

l

]
e

AN−lBAl+M+1 (4.6)

Quant au terme en k = 1, il devient

[N ]e
[N +M + 1]e

ANBA1+M =
[N ]e

[N +M + 1]e

(
N∑
l=1

(−1)l+1AN−lBAl

)
A1+M

=
N∑
l=1

(−1)l+1 [N ]e
[N +M + 1]e

[
l +M + 1

l

]
e

AN−lBAl+M+1

(4.7)

Le facteur en l = N dans (4.7) s’écrit

[N ]e
[N +M + 1]e

[
N +M + 1

N

]
e

=

[
N − 1 + (M + 1)

N − 1

]
e
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Si on additionne les termes en 1 ≤ l ≤ N − 1 dans (4.6) et (4.7) on trouve les facteurs[
l − 1 + (M + 1)

l − 1

]
e

[N ]e[l +M + 1]e − [N − l]e[M + 1]e
[N +M + 1]e[l]e

et après simplification, la fraction devient 1. Donc (4.5) est vraie au rang M + 1.
On peut maintenant évaluer (4.5) en M = mi − (1 − aij) et e = ϵi et on obtient (4.2). On déduit (4.3)

par symétrie.

Remarque 4.1.3. Soit 1 ≤ i ≤ n. Supposons que pour tout j ̸= i, di |aij | = dj |aji| < m. La matrice de
Cartan A étant indécomposable, il existe j tel aij ̸= 0. Ceci implique que 1 ≤ di < m et en particulier
mi > 1. Réciproquement, si ∀i, 1 ≤ di < m, l’annexe A.1 montre que dans le cas des algèbres de Lie simple,
on a alors ∀1 ≤ i < j ≤ n, di |aij | = dj |aji| < m.

Lemme 4.1.4. On suppose ∀1 ≤ i < j ≤ n, di |aij | = dj |aji| < m. Soient σ ∈ {−1,+1}n, λ ∈ P+.
1. Si ∀i, λ(α∨

i ) ≡ 0 mod mi alors pour tout 1 ≤ i ≤ n, X±
i .V res

ϵ (σ, λ) = 0

2. Si ∀i, 0 ≤ λ(α∨
i ) < mi alors pour tout 1 ≤ i ≤ n, (X±

i )
(mi)

.V res
ϵ (σ, λ) = 0.

Démonstration. On note vσ,λ ∈ V res
ϵ (σ, λ) un vecteur de plus haut poids.

Supposons tout d’abord que pour tout 1 ≤ i ≤ n, λ(α∨
i ) ≡ 0 mod mi.

Montrons que X±
i .vσ,λ = 0. vσ,λ étant un vecteur plus haut poids, le cas ± = + est immédiat. Rai-

sonnons par l’absurde en supposant que v = X−
i vσ,λ ̸= 0. Soit 1 ≤ j ≤ n. Alors X+

j v = X+
j X−

i vσ,λ =(
X−

i X+
j + δi,j

Ki−K−1
i

ϵi−ϵ−1
i

)
vσ,λ = δi,jσi

ϵ
λ(α∨

i )

i −ϵ
−λ(α∨

i )

i

ϵi−ϵ−1
i

vσ,λ. Comme λ(α∨
i ) est divisible par mi, ϵλ(α

∨
i )

i est une

puissance entière de ϵmi
i ∈ {−1,+1} donc ϵ

λ(α∨
i )

i − ϵ
−λ(α∨

i )
i = 0 d’où X+

j v = 0. Si j ̸= i, alors par (2.24),
(X+

j )
(mj)

v = X−
i (X+

j )
(mj)

v = 0. Si j = i, on utilise (2.25) :

(X+
j )

(mj)
v =

(
X−

i (X+
j )

(mj)
+

[
Ki; 1−mi

1

]
ϵi

(X+
i )

(mi−1)

)
vσ,λ = 0

Ainsi, v est un vecteur primitif de poids strictement inférieur à (σ, λ). Il engendre un sous-module propre
de V res

ϵ (σ, λ), contradiction.
On définit maitenant par récurrence le sous-espace Vk de Vσ,λ par V0 = Cvσ,λ et pour tout k ≥ 0,

Vk+1 =

n∑
j=1

(
(X−

j )
(mj)

Vk + (X+
j )

(mj)
Vk

)
Soit V =

∑
k Vk. Pour tout v ∈ Vk, (X±

i )
(mi)

v ∈ Vk+1 donc (X±
i )

(mi)
V ⊆ V . De plus les éléments de V

sont des combinaisons linéraires de vecteurs de poids et on voit alors facilement que KiV ⊆ V . Montrons
par récurrence sur k que pour tout 1 ≤ i ≤ n on a X±

i .Vk = 0. On a déjà montré le résultat pour k = 0.
Supposons donc que l’hypothèse de récurrence est vraie pour k ≥ 0. Les termes apparaissant dans X±

i Vk+1

sont les suivants :
– X±

i (X±
i )

(mi)
Vk = (X±

i )
(mi)

X±
i Vk = 0.

– X±
i (X∓

j )
(mj)

Vk = (X∓
j )

(mj)
X±

i Vk = 0 avec j ̸= i (on utilise (2.24)).
– X±

i (X∓
i )

(mi)
Vk ⊆ ((X∓

i )
(mi)

X±
i + (X∓

i )
(mi−1)

U res
ϵ

0)Vk = 0 (on utilise (2.25)).
– X±

i (X±
j )(mj)Vk = 0 avec j ̸= i (on utilise (4.3)).

Donc l’hypothèse est vraie à l’ordre k + 1 et V ̸= 0 est un sous-module de V res
ϵ (σ, λ). Ce dernier étant

irréductible on a V = V res
ϵ (σ, λ). Finalement ∀i,X±

i .V res
ϵ (σ, λ) = 0.

On suppose maintenant que pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ(α∨
i ) < mi et on procède de la même façon.
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Par définition, (X+
i )

(mi)
vσ,λ = 0. Dans la démonstration du théorème 3.3.7, on a trouvé que le plus petit

p0 > 0 tel que (X−
i )

(p0mi)
vσ,λ = 0 satisfait (3.22) i.e. (p0−1)mi ≤ λ(α∨

i ) < p0mi. Si de plus 0 ≤ λ(α∨
i ) < mi

alors p0 = 1 et (X−
i )

(mi)
vσ,λ = 0.

On définit maintenant par récurrence le sous-espace Wk de Vσ,λ par W0 = Cvσ,λ et pour tout k ≥ 0,

Wk+1 =
n∑

i=1

(
X+

i Wk +X−
i Wk

)
On pose W =

∑
k Wk. Par définition W est stable par X±

i . Les éléments de W sont des combinaisons
linéaires de vecteurs de poids et voit alors que W est aussi stable par Ki. Montrons par récurrence sur k que
(X±

i )
(mi)

Wk ⊆ W . On a déjà montré le résultat pour k = 0. Les termes apparaissant dans (X±
i )

(mi)
Wk+1

sont :
– (X±

i )
(mi)

X±
i Wk = X±

i (X±
i )

(mi)
Wk ⊆W

– (X∓
i )

(mi)
X±

j Wk = X±
j (X∓

i )
(mi)

Wk ⊆W avec j ̸= i (on utilise (2.24)).
– (X∓

i )
(mi)

X±
i Wk ⊆

(
X±

i (X∓
i )

(mi)
+ U res

ϵ
0(X∓

i )
(mi−1)

)
Wk ⊆W (on utilise (2.25)).

– (X±
i )(mi)X±

j Wk ⊆W avec j ̸= i (on utilise (4.2)).
donc la propriété est vraie à l’ordre k + 1 et W ̸= 0 est un sous-module de V res

ϵ (σ, λ). Ce dernier étant
irréductible on a W = V res

ϵ (σ, λ).
Notons que la récurrence ne permet a priori pas de montrer directement que ∀i, (X±

i )
(mi)

Wk = 0 (l’ar-
gument ne fonctionne ni pour (X∓

i )
(mi)

X±
i Wk ni pour (X±

i )(mi)X±
j Wk). Nous allons utiliser une méthode

qui s’inspire du constat de la proposition 4.1.7. On donne une structure de U res
ϵ -module à W en gardant

l’action des X±
i ,K±1

i et en fixant arbitrairement l’action des (X±
i )

(mi) à 0. On vient de montrer que W était
engendré par l’action des X±

i sur vσ,λ. Donc W muni de cette nouvelle action est un module irréductible de
plus haut poids (σ, λ). L’identité est un isomorphisme de U res

ϵ -module entre W (muni de l’action que l’on
vient de définir) et V res

ϵ (σ, λ). Donc en fait (X±
i )

(mi)
.V res

ϵ (σ, λ) = 0.

Theorème 4.1.5. On suppose ∀1 ≤ i < j ≤ n, di |aij | = dj |aji| < m. Soit λ ∈ P+ et écrivons ce poids
λ = λ0 + λ1 où pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ0(α

∨
i ) < mi et λ1(α

∨
i ) ≡ 0 mod mi. Alors on a un isomorphisme

de U res
ϵ -module

V res
ϵ (λ) ∼= V res

ϵ (λ0)⊗ V res
ϵ (λ1) (4.8)

Démonstration. Soit v0 ∈ V res
ϵ (λ0) et v1 ∈ V res

ϵ (λ1) des vecteurs de plus haut poids. Alors pour 1 ≤ i ≤ n,
X+

i v0 = X+
i v1 = (X+

i )
(mi)

v0 = (X+
i )

(mi)
v1 = 0. Par ∆(X+

i ) = X+
i ⊗Ki + 1 ⊗X+

i et par la formule (2.7)
évaluée en r = mi, q = ϵ on trouve X+

i (v0⊗v1) = (X+
i )

(mi)
(v0⊗v1) = 0. Nous verrons dans la démonstration

de la proposition 4.2.2 que v0 ⊗ v1 est un vecteur de poids λ = λ0 + λ1. Donc v0 ⊗ v1 est un vecteur primitif
de V = V res

ϵ (λ0)⊗ V res
ϵ (λ1).

Montrons maintenant que v0 ⊗ v1 engendre v. Soient v′0 ∈ V res
ϵ (λ0) et v′1 ∈ V res

ϵ (λ1) non nuls. v0, v1
engendrent respectivement V res

ϵ (λ0) et V res
ϵ (λ1). D’après le second point du lemme 4.1.4, il existe x0 com-

binaison linéaire de produits de X−
i telle que v′0 = x0v0. Similairement, il existe x1 combinaison linéaire de

produits de (X−
i )

(mi) telle que v′1 = x1v1. La formule (2.8) évaluée en r = mi, q = ϵ s’écrit

∆((X−
i )

(mi)
) =

mi∑
k=0

ϵ
k(mi−k)
i (X−

i )
(k)

Kmi−k
i ⊗ (X−

i )
(mi−k)

Si on applique cette expression au vecteur v0 ⊗ v1 alors d’après le premier point du lemme 4.1.4, seul le
terme k = 0 agit de façon non nul et on trouve (X−

i )
(mi)

(v0 ⊗ v1) = (ϵmi
i )

λ0(α
∨
i )
(v0 ⊗ (X−

i )
(mi)

v1). Il existe
donc un x′

1 combinaison linéaire de produits de (X−
i )

(mi) (obtenue en modifiant éventuellement les signes
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des cofficients de la combinaison linéaire x1) telle que x′
1(v0 ⊗ v1) = (v0 ⊗ x1v1) = (v0 ⊗ v′1). Maintenant, on

a

∆(X−
i ) = X−

i ⊗ 1 +K−1
i ⊗X−

i

et à nouveau par le premier point du lemme 4.1.4 on obtient X−
i (v0⊗x1v1) = (X−

i v0⊗x1v1) et finalement
x0x

′
1(v0 ⊗ v1) = (v′0 ⊗ v′1).
Il reste à montrer que V est irréductible. Soit V ′ un sous-module propre de V et λ′ un poids maximal de

V ′. Tout vecteur non nul v′ ∈ V ′
λ′ est primitif. Soit {w1, ..., wp} une base de V res

ϵ (λ1) telle que l’action des Ki

est diagonale i.e. telle qu’il existe des cir ∈ C∗ tels que Kiwr = cirwr. Alors il existe u1, u2, ..., up ∈ V res
ϵ (λ0)

tels que

v′ =

p∑
r=1

ur ⊗ wr

et par le premier point du lemme 4.1.4 on a

0 = X+
i v′ =

p∑
r=1

X+
i ur ⊗ cirwr

Alors pour tout i, r on a X+
i ur = 0. Donc ur est un multiple de v0 et v′ = v0 ⊗ v′1 pour un certain

v′1 ∈ V res
ϵ (λ1). On utilise à nouveau la formule (2.7) évaluée en r = mi, q = ϵ et on obtient 0 = (X+

i )
mi

v′ =

v0 ⊗ ((X+
i )

(mi)
v′1) et v′1 est un multiple de v1. Finalement, le vecteur v0 ⊗ v1 ∈ V ′ et engendre V donc

V = V ′, contradiction.

Corollaire 4.1.6. On suppose ∀1 ≤ i < j ≤ n, di |aij | = dj |aji| < m. Soient σ ∈ {−1,+1}n, λ ∈ P+.
– Écrivons λ = λ0 + λ1 où pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ0(α

∨
i ) < mi et λ1(α

∨
i ) ≡ 0 mod mi. Alors

V res
ϵ (σ, λ) ∼= V res

ϵ (σ, 0)⊗ V res
ϵ (λ0)⊗ V res

ϵ (λ1) (4.9)

– Supposons m premier avec les di. Écrivons λ = λ0 +mλ1 où pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ0(α
∨
i ) < m.

Alors
V res
ϵ (σ, λ) ∼= V res

ϵ (σ, 0)⊗ V res
ϵ (λ0)⊗ V res

ϵ (mλ1) (4.10)

– Supposons l impair et premier avec les di. Écrivons λ = λ0+lλ1 où pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ0(α
∨
i ) < l.

Alors
V res
ϵ (σ, λ) ∼= V res

ϵ (σ, 0)⊗ V res
ϵ (λ0)⊗ V res

ϵ (lλ1) (4.11)

Étudions plus en détails ces factorisations. Le premier facteur V res
ϵ (σ, 0) est décrit ci-dessus et ne pose

pas de problème. Le second facteur dans (4.9) peut être vu comme un U fin
ϵ -module au sens de la proposition

4.1.7. Notons pour l’énoncer que tout U res
ϵ -module peut être vu, par restriction de l’action de U res

ϵ , comme un
U fin
ϵ -module. Réciproquement tout U fin

ϵ -module V peut être vu comme un U res
ϵ -module en étendant l’action

par ∀i, (X±
i )

(mi)
V = 0. En particulier, si V est irréductible de dimension finie comme U fin

ϵ -module, il l’est
aussi comme U res

ϵ -module et possède donc un type σ et un plus haut poids λ ∈ P+. Alors on a le résultat
suivant :

Proposition 4.1.7. On suppose ∀1 ≤ i < j ≤ n, di |aij | = dj |aji| < m. La restriction de l’action de U res
ϵ

à U fin
ϵ et le prolongement (par zéro) de l’action de U fin

ϵ à U res
ϵ définissent une correspondance biunivoque

entre :
1. Les U res

ϵ -modules irréductibles de dimension finie de type σ dont le plus haut poids λ ∈ P+ satisfait
∀i, 0 ≤ λ(α∨

i ) < mi.
2. Les U fin

ϵ modules irréductibles de dimension finie de type σ.
De telles représentations irréductibles sont au nombre de

∏n
i=1 mi.
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Démonstration. Soient deux U res
ϵ -module irréductibles de dimension finie, de type σ et de plus haut poids

λ ̸= µ ∈ P+ satisfaisant ∀i, 0 ≤ λ(α∨
i ), µ(α

∨
i ) < mi. Alors il existe i tel que λ(α∨

i ) ̸= µ(α∨
i ) et par conséquent

Ki agit de façon différente sur un vecteur de plus haut poids et cela reste vrai par restriction. Donc pour un
type σ fixé, deux représentations distinctes de U res

ϵ donnent, par restriction de l’action, des représentations de
U fin
ϵ distinctes. Inversement, deux représentations de U fin

ϵ distinctes donnent (par prolongement de l’action
par zéro) des représentations de U res

ϵ distinctes.
Si V est un U fin

ϵ -module irréductible de dimension finie de type σ alors comme on l’a vu plus haut, le
prolongement de l’action par zéro donne un U res

ϵ -module irréductible de dimension finie de type σ et de
poids λ ∈ P+. Soit v un vecteur de plus haut poids. Alors (2.25) évalué en r = s = mi et q = ϵ donne[
Ki;0
mi

]
ϵi
v = 0 =

⌊
λ(α∨

i )
mi

⌋
v. Ainsi pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ(α∨

i ) < mi.
Considérons V res

ϵ (σ, λ) une représentation irréductible de U res
ϵ . Si ∀i, 0 ≤ λ(α∨

i ) < mi alors le second
point du lemme 4.1.4 montre que les (X±

i )
(mi) agissent de façon nulle sur V res

ϵ (λ). Ainsi la restriction de
l’action à V est aussi irréductible (et par définition de type σ).

Pour définir une telle représentation irréductible de type σ, il suffit de se donner les valeurs λ(α∨
i ) entre

0 et mi − 1 et il y en a donc
∏n

i=1 mi.

Tournons nous maintenant vers le troisième facteur. Lorsque l est impair et premier avec les di Lusztig
a construit le morphisme de Frobenius dans la proposition 4.1.8 ci-dessous et qui permet de se ramener aux
représentations bien connues de l’algèbre enveloppante U(g).

Proposition 4.1.8. Supposons l impair, premier avec les di et tel que 0 ≤ di < l alors

(i) Il existe un unique morphisme d’algèbre Fr : U res
ϵ (g) → U(g) tel que Fr(Ki) = 1, Fr((X±

i )
(r)

) =

(X±
i )

(r/l) si r ≡ 0 mod l et Fr((X±
i )

(r)
) = 0 sinon.

(ii) Soit λ ∈ P+ et notons ρ : U(g)→ gl(V (λ)) la représentation irréductible de U(g) de plus haut poids λ.
Alors ρ ◦ Fr : U res

ϵ (g)→ gl(V (λ)) est une représentation de U res
ϵ (g) isomorphe à V res

ϵ (lλ).

Démonstration. Voir [Lus1990b].

Revenons au cas général et considérons le troisième facteur dans la décomposition (4.9). Si µ ≤ λ1 et
V res
ϵ (1, λ1)µ ̸= 0 alors par le premier point du lemme 4.1.4 on a nécessairement pour tout i, µ(α∨

i ) ≡ 0
mod mi. Ki agit sur les vecteurs v de poids µ par

Kiv = (ϵmi
i )

µ(α∨
i )

mi v (4.12)

Pour généraliser la proposition 4.1.8, on voudrait que Fr envoit Ki sur un élément de la sous-algèbre U0(g)
engendrée par les Hi qui agirait comme (4.12). Les Hi agissent sur les vecteurs de poids µ′ par multiplication
par un entier µ′(α∨

i ) quelconque. Mais si mi < l, alors l’action (4.12) n’est plus nécessairement constante et
il semble donc difficile de trouver un élément de U0(g) qui convienne. En revanche, comme ϵmi

i ∈ {−1,+1}
on a toujours K2

i − 1 qui agit de façon nulle. Cela suggère d’utiliser à la place Us(g) = U res
s (g) pour un

certain s ∈ {−1,+1} :

Proposition 4.1.9. On suppose que g est une algèbre de Lie simple et que l ̸≡ 0 mod 4. Posons s = ϵm =
(−1)l+1. On suppose enfin qu’il existe un morphisme d’algèbre Fr : U res

ϵ (g) → Us(g) tel que Fr(Ki) = Ki,
Fr((X±

i )
(mi)

) = X±
i et Fr(X±

i ) = 0.
Soit λ ∈ P+ tel que ∀i, λ(α∨

i ) ≡ 0 mod mi et posons λ′ =
∑n

i=1
λ(α∨

i )
mi

ωi. Si ρ : Us(g) → gl(Vs(λ
′))

est la représentation irréductible de Us(g) de plus haut poids λ′ alors ρ ◦ Fr : U res
ϵ (g) → gl(Vs(λ

′)) est une
représentation de U res

ϵ (g) isomorphe à V res
ϵ (λ).

Démonstration. Par définition, Fr est surjective. Cela implique qu’un sous-espace de Vs(λ
′) stable pour

l’action de U res
ϵ (g) l’est a fortiori pour l’action de Us(g). Ainsi, Vs(λ

′) est aussi irréductible comme U res
ϵ (g)-

module. Cela implique de plus que si v est un plus haut poids de Vs(λ
′), il engendre aussi Vs(λ

′) comme
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U res
ϵ (g)-module. D’après la définition de Fr, on a (ρ ◦ Fr)(X+

i )(v) = 0 · v = 0 et (ρ ◦ Fr)
(
(X+

i )
(mi)

)
· v =

X+
i · v = 0. Il reste donc à montrer que v est un vecteur poids λ quand Vs(λ

′) est vu en tant que U res
ϵ (g)-

module.
L’hypothèse l ̸≡ 0 mod 4 est équivalente à m impair et par (2.36), on a

ϵmi
i = (−1)(l+1)(m+1)

(
(−1)(l+1)m

)di

= si (4.13)

De plus, mi est impair pour tout 1 ≤ i ≤ n. Alors s
λ′(α∨

i )
i = ϵ

miλ
′(α∨

i )
i = ϵ

λ(α∨
i )

i et (ϵmi
i )

λ(α∨
i )+1

=

(ϵmi
i )

miλ
′(α∨

i )
ϵmi
i = ((−1)mi+1

(ϵmi
i ))

λ′(α∨
i )
si = s

λ′(α∨
i )+1

i . Par conséquent, Ki et
[
Ki;0
mi

]
ϵi

agissent sur v par

(ρ ◦ Fr)(Ki)(v) = Ki · v

= s
λ′(α∨

i )
i v

= ϵi
λ(α∨

i )v

(4.14)

et

(ρ ◦ Fr)
([

Ki; 0

mi

]
ϵi

)
· v =

(
[Fr((X+

i )
(mi)

),Fr((X±
i )

(mi)
)]
)
· v

= [X+
i , X−

i ] · v

=

[
Ki; 0

1

]
si

· v

= s
λ′(α∨

i )+1
i λ′(α∨

i )

= (−1)mi+1
ϵ
mi(λ(α

∨
i )+1)

i

⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
(4.15)

Lorsque l ≡ 0 mod 4, il semble nécessaire de plonger U res
ϵ dans une algèbre U res

ϵ′ (g) pour un ϵ′ d’ordre
plus grand. La proposition 4.1.10 propose une solution à ce problème :

Proposition 4.1.10. On suppose que g est une algèbre de Lie simple, que l ≡ 0 mod 4 et l ̸= 4. On définit
m′ = ppcmd∈D pgcd(d,m) où

– D = {d1, d2, ..., dn, 4} si l ≡ 0 mod 8
– D = {d1, d2, ..., dn, 2, r} si l ̸≡ 0 mod 8 où r est le plus petit diviseur premier de m/2.

Définissons l′ = 2m′ et pour tout 1 ≤ i ≤ n, m′
i =

m′

m mi. On considère la racine de l’unité ϵ′ = ϵl/l
′ d’ordre

l′.
On suppose qu’il existe un morphisme d’algèbre Fr : U res

ϵ (g)→ U res
ϵ′ tel que Fr(Ki) = Ki, Fr((X±

i )
(mi)

) =

(X±
i )

(m′
i) et Fr(X±

i ) = 0.
Soit λ ∈ P+ tel que ∀i, λ(α∨

i ) ≡ 0 mod mi et posons λ′ =
∑n

i=1
m′

i

mi
λ(α∨

i )ωi. Si ρ : U res
ϵ′ (g)→ gl(Vϵ′(λ

′))
est la représentation irréductible de U res

ϵ′ (g) de plus haut poids λ′ alors ρ ◦ Fr : U res
ϵ (g)→ gl(Vϵ′(λ

′)) est une
représentation de U res

ϵ (g) isomorphe à Vϵ(λ).

Démonstration. Notons tout d’abord que l ≡ 0 mod 4 implique que m est pair. Si l ≡ 0 mod 8 alors m est
divisible par 4 et ∀i, 1 ≤ di < 4 ≤ m′. Sinon, comme on suppose l ̸= 4, m/2 > 1 et possède donc un diviseur
premier r > 2. A nouveau, ∀i, 1 ≤ di < 2r ≤ m′. De plus, ϵ′ = ϵl/l

′ est clairement d’ordre l′ puisque ϵ est
d’ordre l. Ensuite, m′ correspond bien à la définition usuelle : l′ est pair et m′ = l′/2. On remarque que par
définition, m′ divise m. Comme l est pair, l/l′ = (2m)/(2m′) = m/m′.

Considérons 1 ≤ i ≤ n. Si di = 2, pgcd(di,m) = 2 = pgcd(di,m′). Sinon, par définition de m′, soit
pgcd(di,m) = 1 et alors pgcd(di,m′) = 1, soit pgcd(di,m) = di et alors pgcd(di,m′) = di. Donc m′

pgcd(di,m′) =
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m′

pgcd(di,m) =
m′

m/mi
= m′

i et m′
i correspond bien à la définition usuelle. Notons alors que ϵ′ = ϵl/l

′
= ϵm/m′

=

ϵmi/m
′
i et en particulier ϵ′i

m′
i = ϵi

mi . Si m est divisible par 4 alors m′ aussi par définition et mi, m′
i sont

toujours pairs. Sinon, m,m′ sont divisible par 2 mais pas par 4 : mi,m
′
i sont impairs si di = 2 et pairs sinon.

Donc mi,m
′
i ont même parité et (−1)mi+1

= (−1)m
′
i+1.

Soit v un vecteur de plus haut poids pour Vϵ′(λ
′). Comme indiqué plus haut, 1 ≤ di < m′ pour tout i

donc en particulier m′
i > 1 et Fr n’est par surjective. Néanmoins, 1 ≤ i ≤ n, λ′(α∨

i ) ≡ 0 mod m′
i donc le

lemme 4.1.4 et la remarque 4.1.3 montre que l’action des (X±
i )

(m′
i) sur v engendre Vϵ′(λ

′) et que les X±
i

agissent de façon nulle. Donc en tant que U res
ϵ -module, Vϵ′(λ

′) est irréductible et engendré par v. De plus
(ρ ◦ Fr)(X+

i )(v) = 0 · v = 0 et (ρ ◦ Fr)
(
(X+

i )
(mi)

)
· v = (X+

i )
(m′

i) · v = 0.
Il reste donc à montrer que v est un vecteur de poids λ quand Vϵ′(λ

′) est vu en tant que U res
ϵ (g)-module.

Ki et
[
Ki;0
mi

]
ϵi

agissent sur v par

(ρ ◦ Fr)(Ki)(v) = Ki · v

= ϵ′i
λ′(α∨

i )
v

= ϵi
mi
m′

i
λ′(α∨

i )
v

= ϵi
λ(α∨

i )v

(4.16)

et

(ρ ◦ Fr)
([

Ki; 0

mi

]
ϵi

)
· v =

[
Ki; 0

m′
i

]
si

· v

= (−1)m
′
i+1

(ϵ′i
m′

i)
λ′(α∨

i )+1
⌊
λ′(α∨

i )

m′
i

⌋

= (−1)m
′
i+1

(ϵ′i
m′

i
2

)

λ(α∨
i )

mi
ϵ′i

m′
i

⌊
λ′(α∨

i )

m′
i

⌋
=
(
(−1)m

′
i+1

(ϵ′i
m′

i)
)λ(α∨

i )

mi
+1
⌊
λ′(α∨

i )

m′
i

⌋
=
(
(−1)mi+1

(ϵmi
i )
)λ(α∨

i )

mi
+1
⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
= (−1)mi+1

(ϵi
m2

i )
λ(α∨

i )

mi ϵmi
i

⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋
= (−1)mi+1

(ϵi
mi)

λ(α∨
i )+1

⌊
λ(α∨

i )

mi

⌋

(4.17)

Pour améliorer cette section, il faudrait étudier plus précisément la A-base donnée dans la proposition
2.2.9. Ainsi, pour fixer arbitrairement l’action des (X±

i )
(mi) à la fin de la démonstration du lemme 4.1.4 nous

avons implicitement supposé qu’ils ne peuvent pas s’exprimer en fonction des X±
j , Kj . De façon équivalente,

nous supposons que U fin
ϵ est bien de dimension finie. De même, certains énoncés supposent l’existence d’un

morphisme Fr : U res
ϵ (g) → U res

ϵ′ en se donnant l’image des générateurs X±
i , (X±

i )
(mi) et K±1

i . Il faudrait
vérifier que l’on peut bien fixer l’image de ces générateurs de cette façon. Dans la proposition 4.1.10, on
pourrait en fait choisir un Fr surjectif (par exemple Fr(X±

i ) = X±
i ou Fr(X±

i ) = (1− δmi
′,1)X

±
i ) ce qui

permettrait de retirer les hypothèses techniques. On obtiendrait alors :

Conjecture 4.1.11. Dans le premier point du corollaire 4.1.6, V res
ϵ (λ1) s’interprète comme le tiré-en-arrière

d’un U res
ϵ′ -module par un morphisme Fr : U res

ϵ (g)→ U res
ϵ′ où ϵ′ est d’ordre l′ divisant 24.
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Notons pour terminer cette section que les résultats sur la représentations restreintes ont été inspirés de
travaux existants sur les groupes algébriques sur un corps de caractéristique p. En particulier, on a diverses
analogies entre les représentations de ces groupes algébriques et celles de U res

ϵ pour l = p, ce qui explique
aussi pourquoi le cas l impair a été étudié davantage. Ainsi, Lusztig compare sa décomposition (4.11) et
l’interprétation du facteur V res

ϵ (λ1) à l’aide du morphisme de Frobenius avec le théorème de Steinberg pour
les groupes algébriques. Lusztig a aussi énoncé dans [Lus1990a] une conjecture reliant les représentations de
U fin
ϵ et sa contrepartie pour les groupes algébriques lorsque l = p est assez grand.

4.2 Caractères des représentations
Dans cette section, nous définissions les caractères des U res

ϵ -module V de dimension finie et énonçons les
formules des caractères pour les représentations irréductibles.

Définition 4.2.1. On définit le caractère d’un U res
ϵ -module V de dimension finie comme la somme formelle

χ(V ) =
∑
σ,λ

dim(Vσ,λ)(σe
λ) (4.18)

où (σeλ)(σ′eλ
′
) = (σσ′)eλ+λ′ .

Le caractère possède les propriétés usuelles :

Proposition 4.2.2. Soient V,W des U res
ϵ -modules de dimension finie. Alors

1. χ(V ⊕W ) = χ(V ) + χ(W )

2. χ(V ⊗W ) = χ(V )χ(W )

Démonstration. le premier point est évident. Pour le second, la preuve est totalement similaire à celle de la
proposition 11.2.4 de [CP1994]. Il suffit de montrer que si v ∈ V,w ∈W sont des vecteurs de poids respectifs
(σ, λ) et (σ′, λ′) alors v ⊗ w a pour poids (σσ′, λ+ λ′). On a

∆(Ki) = Ki ⊗Ki ⇒ Ki.(v ⊗ w) = (Kiv)⊗ (Kiw)

= (σiϵ
λ(α∨

i )
i v)⊗ (σ′

iϵ
λ′(α∨

i )
i w)

= (σiσ
′
i)ϵ

(λ+λ′)(α∨
i )

i (v ⊗ w)

(4.19)

Par (2.13) et (1.3), on voit facilement que
[
Ki;0
r

]
ϵi
v = σr

i

[
λ(α∨

i )
r

]
ϵi

pour 1 ≤ r < mi. Par (3.17), c’est aussi
vrai pour r = mi. De même pour w, σ′

i, λ
′. En utilisant l’expression (2.22) pour évaluer

[
Ki;0
mi

]
ϵi
.(v ⊗ w), on

voit qu’il reste à montrer que
mi∑
s=0

(σiσ
′
i)

mi

[
λ(α∨

i )

mi − s

]
ϵi

[
λ′(α∨

i )

s

]
ϵi

(ϵmi
i )

λ′(α∨
i )
ϵ
(λ+λ′)(α∨

i )s
i = (σiσ

′
i)

mi

[
(λ+ λ′)(α∨

i )

mi

]
ϵi

Cette égalité peut alors être démontrée en considérant (1.11) évaluée en q = ϵi. On considére le terme
de degré xmiy(λ+λ′)(α∨

i )−mi de (x+ y)
(λ+λ′)(α∨

i )
= (x+ y)

λ(α∨
i )
(x+ y)

λ′(α∨
i ). Pour le membre de gauche, il

s’écrit
[
(λ+λ′)(α∨

i )
mi

]
ϵi
ϵ
((λ+λ′)(α∨

i )−mi)mi

i xmiy(λ+λ′)(α∨
i )−mi . Pour le membre de droite, il s’écrit

47



mi∑
s=0

([
λ(α∨

i )

mi − s

]
ϵi

ϵ
(mi−s)(λ(α∨

i )−(mi−s))
i xmi−syλ(α

∨
i )−(mi−s)

)([
λ′(α∨

i )

s

]
ϵi

ϵ
s(λ′(α∨

i )−s)
i xsyλ

′(α∨
i )−s

)
=

mi∑
s=0

[
λ′(α∨

i )

s

]
ϵi

[
λ(α∨

i )

mi − s

]
ϵi

ϵ
s(λ′(α∨

i )−s)+(mi−s)(λ(α∨
i )−(mi−s))+2(λ(α∨

i )−(mi−s))s
i xmiy(λ+λ′)(α∨

i )−mi =(
mi∑
s=0

[
λ′(α∨

i )

s

]
ϵi

[
λ(α∨

i )

mi − s

]
ϵi

(ϵmi
i )

λ′(α∨
i )
ϵ
(λ+λ′)(α∨

i )s
i

)
ϵ
((λ+λ′)(α∨

i )−mi)mi

i xmiy(λ+λ′)(α∨
i )−mi

Ce qui donne le résultat escompté.

De la proposition 3.1.7, on déduit immédiatement que

Proposition 4.2.3. Le caractère de W res
ϵ (σ, λ) est donné par la formule des caractères de Weyl. □

Évidemment si W res
ϵ (σ, λ) est irréductible, alors V res

ϵ (σ, λ) = W res
ϵ (σ, λ) et on peut calculer χ(V res

ϵ (σ, λ))
par la formule des caractères de Weyl. Andersen, Polo et Wen étudient en détail la théorie cohomologique
des représentations de U res

ϵ dans [APW1991] et donnent certaines conditions pour lesquelles cette égalité a
lieu. En particulier, on a la proposition suivante :

Proposition 4.2.4. On suppose l impair, premier avec les di et tel que 0 < di < l. Alors pour tout λ ∈ P+,
W res

ϵ (λ) est irréductible
1. Si (λ+ ρ)(α∨) < l pour tout α ∈ ∆+

2. Ou bien si λ = (l − 1)ρ+ lµ pour un certain µ ∈ P+.

Dans [Lus1990c], Lusztig formule une conjecture exprimant V res
ϵ (λ) comme une combinaison linéaire

des modules de Weyl {W res
ϵ (µ)|µ ∈ P+}, ce qui permet de calculer le caractère de χ(V res

ϵ (λ)) grâce à la
proposition 4.2.3. Cette conjecture est finalement démontrée dans [KazLus1991] pour g de type A, D ou E
et les hypothèses sur l utilisées par Lusztig.

Terminons par une factorisation des caractères des représentations irréductibles, en utilisant ce qui a
été discuté dans la section précédente. Pour tout entier k ∈ N∗ notons Φk :

∑
µ aµe

µ 7→
∑

µ aµe
kµ. Plus

généralement, pour toute suite k = (k1, ...kn) ∈ (N∗)
n on note Φk le morphisme de caractères envoyant µ

sur
∑n

i=1 kiµ(α
∨
i )ωi.

Proposition 4.2.5. Supposons l impair, premier avec les di et tel que 1 ≤ di < l. Écrivons λ = λ0 + lλ1 où
pour tout 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ λ0(α

∨
i ) < l. Alors

χ(V res
ϵ (σ, λ)) = σ χ(V res

ϵ (λ0)) Φl(χ(V (λ1))) (4.20)

Démonstration. Conséquence immédiate de la proposition 4.1.8.

Notons que χ(V (λ1)) est donné par la formule des caractères de Weyl (voir appendices A.2 et B.2).
Si on arrive à interpréter le troisième facteur V res

ϵ (λ1) dans la factorisation (4.9) comme un tiré-en-arrière
d’une représentation irréducible, alors on peut généraliser cette formule de caractères en utilisant Φk pour
un certain k ∈ (N∗)

n. Par exemple k = (m1,m2, ...,mn) pour l’interprétation donnée dans la proposition
4.1.9 et k = (m1/m

′
1,m2/m

′
2...,mn/m

′
n) pour celle de la proposition 4.1.10.

4.3 Tilting Modules
Nous reprenons ici essentiellement la section 11.3 de [CP1994]. La majorité des résultats proviennent de

[And1992], [Par1992] et [AP1995].
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Nous revenons aux restrictions usuelles sur l, en particulier on suppose qu’il est impair. Pour tout 1 ≤
i ≤ n, on suppose de plus que l est premier avec les di et satisfait 1 ≤ di < l. On définit l’alcôve principal
par

Cl = {λ ∈ P+|∀α ∈ ∆+, (λ+ ρ)(α∨) < l} (4.21)

On peut montrer que Cl ̸= 0⇔ 0 ∈ Cl ⇔ l ≥ h où h est le nombre de Coxeter de l’algèbre de lie g (voir
l’annexe A.1). Dans la suite, nous supposerons de plus que l > h. Rappelons que toute représentation d’une
algèbre de Hopf possède une représentation duale où l’action est décrite dans la section 1.5 par (1.16). Cela
permet de définir la notion suivante :

Définition 4.3.1. Un U res
ϵ -module V de type 1 a une filtration de Weyl s’il existe une suite

0 = V0 ⊆ V1 ⊆ ... ⊆ Vp = V

avec pour tout r = 1, ..., p, Vr/Vr−1
∼= W res

ϵ (λr) pour un certain λr ∈ P+. Un U res
ϵ -module V de type 1

est un tilting module si V et V ∗ possèdent une filtration de Weyl.

Exemple 4.3.2. Si λ ∈ Cl alors la proposition 4.2.4 montre que W res
ϵ (λ) = V res

ϵ (λ) est irréductible. De
plus V res

ϵ (λ)
∗ ∼= V res

ϵ (−w0(λ)) et −w0(λ) ∈ Cl donc V res
ϵ (λ)

∗ ∼= W res
ϵ (−w0(λ)). Ainsi, V res

ϵ (λ) est un tilting
module.

Les tilting modules possèdent les propriétés de stabilités suivantes :

Proposition 4.3.3. (i) Le dual d’un tilting module est un tilting module.
(ii) La somme directe de deux tilting modules est un tilting module.

(iii) Si un tilting module s’écrit comme une somme directe de deux modules, alors chaque terme est aussi
un tilting module.

(iv) Le produit tensoriel de deux tilting modules est un tilting module.
□

La proposition 4.3.3 montre en particulier que l’on peut restreindre l’étude aux tilting modules indécom-
posables. Ceux-ci sont paramétrés par P+ :

Proposition 4.3.4. Pour tout λ ∈ P+ il existe, à isomorphisme près, un unique tilting module indécompo-
sable Tϵ(λ) qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) L’ensemble des poids de Tϵ(λ) est inclus dans l’enveloppe convexe de l’orbite de λ par l’action du groupe
de Weyl.

(ii) λ est l’unique poids maximal de Tϵ(λ)

(iii) dimTϵ(λ)λ = 1

(iv) Tϵ(λ)
∗ ∼= Tϵ(−w0(λ))

Réciproquement, tout tilting module indécomposable est isomorphe à un tel Tϵ(λ). □

Des propositions 4.3.3 et 4.3.4, on déduit divers corollaires intéressants :

Corollaire 4.3.5. Soit T un tilting module. Alors on a la décomposition

T ∼=
⊕
λ∈P+

Tϵ(λ)
⊕nλ(T ) (4.22)

où les multiplicités nλ(T ) ne dépendent que de T .
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Démonstration. T s’écrit comme une somme directe de modules indécomposable. Par la proposition 4.3.3,
les termes de cette sommes sont des tilting modules indécomposables. Par la proposition 4.3.4 ces termes
sont des Tϵ(λ) pour des λ ∈ P+. D’où on obtient la décomposition (4.22). On montre l’unicité des nλ(T ) par
récurrence sur dim(T ). Si T = 0, clairement on a ∀λ ∈ P+, nλ(T ) = 0. Supposons T ̸= 0 et écrivons-le

T ∼=
⊕
λ∈P+

Tϵ(λ)
⊕nλ(T ) ∼=

⊕
λ∈P+

Tϵ(λ)
⊕n′

λ(T )

Si µ est un poids maximal de T , alors nécessairement Tϵ(µ) apparait dans toute décomposition (4.22) de
T . Donc T = T ′ ⊕ Tϵ(µ) où

T ′ ∼= Tϵ(µ)
⊕nµ(T )−1 ⊕

⊕
λ̸=µ

Tϵ(λ)
⊕nλ(T ) ∼= Tϵ(µ)

⊕n′
µ(T )−1 ⊕

⊕
λ̸=µ

Tϵ(λ)
⊕nλ(T )

Alors dim(T ′) < dim(T ), et par hypothèse de récurrence, on obtient pour tout λ ∈ P+ que nλ(T ) =
n′
λ(T ).

Corollaire 4.3.6. Soient T1 et T2 des tilting modules tels que χ(T1) = χ(T2). Alors T1
∼= T2.

Démonstration. Si χ(T1) = χ(T2), alors en particulier T1 et T2 ont même dimension. On montre le résultat
par récurrence sur dim(T1) = dim(T2). Le cas 0 est clair. Si la propriété est vraie pour toute dimension
strictement inférieur à dim(T1) = dim(T2), alors comme χ(T1) = χ(T2), T1 et T2 ont les mêmes poids donc
les mêmes poids maximaux. Soit µ un tel poids, alors on peut écrire T1 = T ′

1⊕Tϵ(µ) et T2 = T ′
2⊕Tϵ(µ). On

a χ(T ′
1) = χ(T ′

2) et par hypothèse de récurrence T ′
1
∼= T ′

2. D’où T1
∼= T2.

Corollaire 4.3.7. Soient T1 et T2 des tilting modules alors T1 ⊗ T2
∼= T2 ⊗ T1.

Démonstration. En effet, d’après la proposition 4.2.2, χ(T1 ⊗ T2) = χ(T1)χ(T2) = χ(T2)χ(T1) = χ(T2 ⊗ T1).
Donc le corollaire précédent donne T1 ⊗ T2

∼= T2 ⊗ T1.

Considérons maintenant la notion suivante :

Définition 4.3.8. Notons ρ =
∑n

i=1 riαi la décomposition de ρ dans la base (α1, ..., αn) et posons

ρ∗ =
n∏

i=1

K2ri
i (4.23)

Pour tout endomorphisme f d’un U res
ϵ -module V , on définit la trace quantique par

qtr(f) = Tr(Kρ∗f) (4.24)

En prenant f = idV , on obtient la dimension quantique

qdim(V ) = Tr(Kρ∗) (4.25)

On peut montrer que si λ ∈ Cl alors le tilting module indécomposable de poids maximal λ est irréductible
i.e. Tϵ(λ) = W res

ϵ (λ) = V res
ϵ (λ). [And1992] montre que la trace quantique permet de distinguer ces tilting

modules irréductibles :

Proposition 4.3.9. Soit λ ∈ P+. Alors qdim(Tϵ(λ)) ̸= 0 si et seulement si λ ∈ Cl. □

En particulier, la décomposition (4.22) peut s’écrire

T ∼=
⊕
λ∈Cl

Tϵ(λ)
⊕nλ(T ) ⊕

⊕
λ∈P+\Cl

Tϵ(λ)
⊕nλ(T )

∼= T ⊕ Z

(4.26)
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où T =
⊕

λ∈Cl
Vϵ(λ)

⊕nλ(T ) est une somme de modules irréductibles et Z =
⊕

λ∈P+\Cl
Vϵ(λ)

⊕nλ(T )

satisfait qdim(Z) =
∑

λ∈P+\Cl
nλ(T ) qdim(Vϵ(λ)) = 0. Si T1 et T2 sont deux tilting modules, alors on définit

T1⊗T2 = T1 ⊗ T2 (4.27)

On peut montrer que ⊗ est commutatif et associatif. En considérant les objets T , on construit une
catégorie avec des propriétés remarquables. Par exemple elle est semi-simple, stable par somme directe, par
produit tensoriel et par passage au dual. [AP1995] décrit cette catégorie et traite le cas où l est pair en
utilisant une variante de U res

ϵ donnée par Lusztig dans [Lus1993]. La construction d’une telle catégorie pour
la définition standard de U res

ϵ et l pair ne semble pas avoir été considérée.
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Conclusion

Dans ce mémoire de master, nous nous sommes intéressés à la spécialisation restreinte U res
ϵ (g) de l’algèbre

enveloppante quantifiée Uq(g) à une racine l’unité. Nous avons aussi étudié les U res
ϵ (g)-modules de dimension

finie.
Nous avons tout d’abord rappelé les propriétés de l’algèbre enveloppante et de la forme intégrale construite

par Luzstig. Nous avons essayé de donner de façon la plus détaillée possible les calculs des formules énoncées
par Luzstig et qui sont essentielles pour la suite. Nous avons aussi indiqué que les Uq(g)-modules de dimen-
sion finie ont des propriétés très proches du cas classiques : complète réductibilité, modules irréductibles
paramétrés par un plus haut poids λ ∈ P+ (et un type σ ∈ {−1, 1}n), formule des caractères de Weyl etc
Ces propriétés sont aussi vérifiées lorsque l’on spécialise q en un nombre ϵ non racine de l’unité.

Nous avons considéré la spécialisation restreinte U res
ϵ (g) en une racine de l’unité ϵ d’ordre l, décrit les

représentations de dimension finie et défini un caractère pour celles-ci. Notre principale contribution est de
fournir les formules et démonstrations des propriétés pour un ordre l arbitraire, sans les restrictions usuelles
que l’on trouve dans la littérature. On retrouve essentiellement les résultats de Luzstig où l est remplacé par
des mi et où des signes (−1)mi+1

, ϵmi
i apparaissent dans les formules. Nous avons aussi classifié les U res

ϵ (g)-
modules irréductibles, paramétrés par un plus haut poids λ ∈ P+ et un type σ ∈ {−1, 1}n. Nous avons aussi
donné l’exemple d’un U res

ϵ (g)-modules indécomposable mais réductible.
On a ensuite étudié la factorisation de Luzstig dans notre cadre général, en ajoutant seulement l’hypothèse

1 ≤ di < m. Si V res
ϵ (σ, λ) est un U res

ϵ (g)-module irréductible et si on écrit λ = λ0+λ1, où pour tout 1 ≤ i ≤ n,
0 ≤ λ0(α

∨
i ) < mi et λ1(α

∨
i ) ≡ 0 mod mi, alors

V res
ϵ (σ, λ) ∼= V res

ϵ (σ, 0)⊗ V res
ϵ (1, λ0)⊗ V res

ϵ (1, λ1)

Le premier facteur est unidimensionel et le second est une représentation d’une algèbre de dimension
finie. Avec les restrictions de Lusztig sur l, le troisième facteur s’interprète comme le tiré-en-arrière d’une
représentation irréductible de l’algèbre enveloppante classique U(g) par un certain morphisme. Nous avons
montré, sous réserve de l’existence d’un morphisme similaire U(g) → U res

ϵ′ (g) pour une certaine racine de
l’unité ϵ′, que l’on peut généraliser cette interprétation en considérant le tiré-en-arrière d’une représentation
irréductible de U res

ϵ′ (g). Il semble que ϵ′ d’ordre divisant 24 soit suffisant.
Enfin, nous avons brièvement décrit le cadre des tilting modules de U res

ϵ (g) en reprenant les restrictions
usuelles sur l. Ceux-ci possèdent des propriétés remarquables de stabilité par somme directe, produit tensoriel
et passage au dual et peuvent se décomposer comme une somme directe de tilting modules indécomposables.
Nous avons aussi indiqué que l’on peut en déduire une catégorie semi-simple possédant ces propriétés de
stabilité.

Nous avons montré de façon précise comment les résultats usuels sur la spécialisation restreinte peuvent se
généraliser au cas d’une racine de ϵ d’ordre l arbitraire, ce qui est notamment intéressant pour les applications
mentionnées dans [Saw2010]. Nous avons aussi trouvé quelques différences comme pour la généralisisation
de la factorisation de Luzstig des U res

ϵ (g)-modules irréductibles.
Nous n’avons toutefois pas généralisé le cadre des tilting modules pour un l arbitraire. [AP1995] contourne

ce problème en changeant la définition de U res
ϵ (g) lorsque l ne respecte pas les conditions usuelles. Il serait

intéressant de prolonger le travail de ce mémoire en étudiant les tilting modules pour un tel l tout en gardant
la définition standard de U res

ϵ (g).
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Nous avons enfin mentionné la spécialisation non-restreinte Uϵ(g) qui est de dimension finie sur son centre.
Il serait aussi intéressant de s’intéresser à la spécialisation non-restreinte Uϵ(g) pour une racine de l’unité ϵ
d’ordre arbitraire.
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Annexe A

Théorie Classique

Nous listons dans cette annexe quelques résultats sur la théorie de Lie classique. Le contenu est standard
et peut être trouvé dans n’importe quelle référence dans ce domaine, par exemple [Hum1972].

A.1 Algèbres de Lie simples de dimension finie

Type Matrice de Symétrisation di Matrice de Cartan aij Nombres de Coxeter

An In =

1
. . .

1




2 −1

−1 2
. . .

. . . . . . −1
−1 2

 h = h∨ = n+ 1

Bn


1

. . .
1

2




2 −1

−1 2
. . .

. . . . . . −1
−1 2 −2

−1 2

 h = 2n, h∨ = 2n− 1

Cn


2

. . .
2

1




2 −1

−1 2
. . .

. . . . . . −1
−1 2 −1

−2 2

 h = 2n, h∨ = n+ 1

Dn In =

1
. . .

1




2 −1

−1 2
. . .

. . . . . . −1 −1
−1 2 0
−1 0 2

 h = h∨ = 2n− 2

E6 I6 =

1
. . .

1




2 0 −1 0 0 0
0 2 0 −1 0 0
−1 0 2 −1 0 0
0 −1 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2

 h = h∨ = 12
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E7 I7 =

1
. . .

1




2 0 −1 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0
−1 0 2 −1 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 −1 2


h = h∨ = 18

E8 I8 =

1
. . .

1





2 0 −1 0 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0 0
−1 0 2 −1 0 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 0 −1 2


h = h∨ = 30

F4


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2




2 −1 0 0
−1 2 −2 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 h = 12, h∨ = 9

G2

(
3 0
0 1

) (
2 −1
−3 2

)
h = 6, h∨ = 4

A.2 Formule des caractères de Weyl
Soit V est une représentation de dimension finie d’une algèbre de Lie semi-simple g ou de façon équivalente

de son algèbre enveloppante U(g). Rappelons la définition du caractère de V par

χ(V ) =
∑
λ

dim(Vλ)e
λ (A.1)

où eλ est un symbole formel satisfaisant eλeλ
′
= eλ+λ′ pour tout λ, λ′ ∈ P . Si V est irréductible alors

c’est une représentation de plus haut poids λ ∈ P+ et son caractère est donné par la formule des caractères
de Weyl :

χ(V (λ)) =

∑
w∈W (−1)l(w)

ew(λ+ρ)

eρ
∏

α>0(1− e−α)
(A.2)
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Annexe B

Spécialisations de l’algèbre
enveloppante quantifiée

Nous décrivons succinctement la spécialisation non-restreinte de Uq(g) en suivant [CP1994]. Nous pro-
cédons ensuite à une étude de la spécialisation non-restreinte en ϵ = ±1. Sans surprise, nous retrouvons les
résultats de la spécialisation restreinte pour ces racines de l’unité.

B.1 Spécialisation non-restreinte
On se place dans Uq et on définit pour tout m ∈ Z,

[Ki;m]qi =
Kiq

m
i −K−1

i q−m
i

qi − q−1
i

(B.1)

Clairement, [Ki;m]qi est dans U0
q et commutent donc avec les Kj . On définit la sous A-algèbre UA de

Uq engendrée par les éléments X±
i ,K±1

i et [Ki;m]qi pour 1 ≤ i ≤ n. Les relations sont celles de la définition
2.1.2 en remplaçant (2.4) par

X+
i X−

j −X−
j X+

i = δi,j [Ki; 0] (B.2)

et en ajoutant la relation

(qi − q−1
i )[Ki; 0] = Ki −K−1

i (B.3)

On obtient une structure d’algèbre de Hopf en étendant la proposition 2.1.3 par

∆([Ki; 0]qi) = [Ki; 0]qi ⊗Ki +K−1
i ⊗ [Ki; 0]qi (B.4)

S([Ki; 0]qi) = −[Ki; 0]qi (B.5)

ϵ([Ki; 0]qi) = 0 (B.6)

Il est clair que pour tout k ∈ Z, les [Ki; k] appartiennent à UA. En effet,

[Ki; k]qi = [Ki; 0]qiq
−k
i +Ki[k]qi (B.7)

De plus, pour tout i, j on a
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[Ki; 0]X
±
j = X±

j [Ki;±aij ] (B.8)

Alors UA est une forme intégrale et on obtient alors la spécialisation non-restreinte Uϵ comme la définition
2.2.1. U+

ϵ est l’algèbre engendrée par les X+
i , U−

ϵ celle engendrée par les X−
i et U0

ϵ celle engendrée par les
[Ki; 0] et K±1

i .

B.2 Spécialisation en ±1
On considère la spécialisation non-restreinte en ϵ = ±1. La relation (B.3) devient

K2
i = 1 (B.9)

En utilisant (1.4), (B.7) devient pour tout k ∈ N∗,

[Ki;±k] = [Ki; 0]ϵ
∓k
i ±Kiϵi

(k−1)k (B.10)

Soit V ̸= 0 un Uϵ-module de dimension finie. Fixons 1 ≤ i ≤ n. Par B.9, les valeurs propres de l’action
de Ki sont dans {−1,+1}. Considérons celles de l’action de [Ki; 0]. Pour cela définissons Ai la sous-algèbre
de Uϵ(g) engendrée par Ki, K−1

i , X+
i , X−

i et [Ki; 0]. Soit s ∈ {−1,+1}. Par (B.2), (B.8) et (B.10) on a

[sX+
i , sX−

i ] = [Ki; 0]

[s[Ki; 0], sX
±
i ] = ±2X±

i Kiϵi

On a déjà noté que Ki commute avec [Ki; 0]. De plus KiX
±
i v = ϵ±2

i X±
i Ki = X±

i Ki. Ainsi Ki est central
dans Ai et par conséquent le sous-espace

Vi,s = {v ∈ V |Kiv = sϵiv}

est stable par l’action de Ai. C’est un sous Ai-module de V . Toujours parce que Ki est central, on peut
considérer le quotient Bis = Ai/(Ki − sϵi). Alors dans Bis, (sX+

i , s[Ki; 0], sX
−
i ) est un sl2-triplet et par

conséquent Bis
∼= U(sl2). Par définition, l’action de Ai passe au quotient et Vi,s peut donc être vu comme

un U(sl2)-module. En particulier les valeurs propres de l’action de [Ki; 0] sur Vi,s sont entières. Comme
V = Vi,+1 ⊕ Vi,−1, les valeurs propres de l’action de [Ki; 0] sur V sont entières.

Maintenant, ϵ ∈ {−1,+1} correspond à l ∈ {1, 2} donc m = 1 = mi. Par analogie avec (3.17) on définit
pour σ ∈ {−1, 1}n et λ ∈ P :

Vσ,λ =
∩

1≤i≤n

Ker
(
Ki − σiϵ

λ(α∨
i )

i 1
)
∩Ker

(
[Ki; 0]− σiϵi

λ(α∨
i )+1λ(α∨

i )
)

(B.11)

Soit v ∈ Vσ,λ. On a pour tout i, j :

KiX
±
j v = ϵ

±aij

i X±
j Kiv = σiϵ

(λ±αj)(α
∨
i )

i X±
j v (B.12)

Et par (B.8) et (B.10) :

[Ki; 0]X
±
j v = X±

j [Ki;±aij ]v

= X±
j ([Ki; 0]ϵ

∓aij

i ±Kiϵi
(aij−1)aij)v

= X±
j (σiϵi

λ(α∨
i )+1λ(α∨

i )ϵ
∓aij

i ± ϵ
λ(α∨

i )
i ϵi

(aij−1)aij)v

= (σiϵ
(λ±αj)(α

∨
i )+1

i )(λ± αj)(α
∨
i )X

±
j v

(B.13)

Finalement on obtient pout tout 1 ≤ j ≤ n :
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X±
j Vσ,λ = Vσ,λ±αj (B.14)

et pour tout σ ∈ {−1, 1}n, Vσ =
∑

λ Vσ,λ est un sous-module de V .
Les Ki, [Ki, 0] commutent deux à deux et K2

i = 1 donc on peut effectuer une réduction simultanée où
l’action des Ki est diagonale. On peut de plus toujours trouver un σ tel que Vσ ̸= 0. Si on suppose V
irréductible alors V = Vσ. On dit que V est de type σ. V étant de dimension finie, il existe λ maximal tel
que Vσ,λ ̸= 0. Soit vσ,λ ∈ Vσ,λ alors vσ,λ est un vecteur primitif et engendre V . Donc V est un Uϵ-module de
plus haut poids λ et de type σ. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, il existe s ∈ {−1,+1} tel que vσ,λ ∈ Vis alors Bisvσ,λ
est un U(sl2)-module de plus haut poids λ(α∨

i ) et en particulier λ(α∨
i ) ∈ N. D’où λ ∈ P+.

Par une construction de module de Verma, on montre l’existence d’un unique Uϵ-module irréductible
Vϵ(σ, λ) de type σ ∈ {−1,+1}n et de plus haut poids λ ∈ P+. Alors l’analyse précédente montre que l’on
obtient ainsi une classification complète des Uϵ-modules irréductibles de dimension finie.

Notons que pour ϵ = 1, les Ki sont centraux. Alors le quotient de U1(g) par l’idéal engendré par les Ki−1
est isomorphe à l’algèbre enveloppante U(g). Si V de type 1, les Ki agissent sur V par 1 et l’action passe au
quotient. Alors

Vλ =
∩

1≤i≤n

Ker ([Ki; 0]− λ(α∨
i )) (B.15)

et en particulier le caractère de V est donné la formule des caractères de Weyl.
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